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Prefacio

Mejorar la ensenanza de las Matematicas siempre es un reto. Los conceptos matemaéticos
llevan en si mismos cierta complejidad, pero si le sumamos a ésta un texto demasiado denso,
con terminologia extrana y que no distinga qué es lo verdaderamente importante a ensenar,
el resultado termina siendo catastrofico.

El presente texto de 20 lecciones ha sido escrito para un curso de formaciéon de docentes
en Algebra y hace parte de una version completa de 90 lecciones de Algebra, que serfan
utilizadas como guias de clase por los maestros del departamento de Antioquia en los grados
8 v 9 de la educaciéon secundaria. FEste trabajo ha sido elaborado dentro del programa
“Antioquia la mas Educada”, liderado por el Gobernador Sergio Fajardo Valderrama, y su
objetivo es hacer una exposicion lo més clara posible de las nociones matematicas basicas
que deberian ser conocidas por un bachiller antes de su ingreso a la universidad. Para ello
hemos reducido la terminologia matematica a la estrictamente necesaria y hemos prescindido
de temas accesorios, que consideramos no son esenciales para la formacién matematica de
los estudiantes y que por el contrario pueden despertar en ellos un rechazo al estudio de
las Matematicas. De esta manera esperamos que este material contribuya a mejorar la
percepcion, entre los estudiantes, de la importancia de las Mateméaticas y de su inmenso
poder en la solucién de problemas concretos, tanto de las ciencias naturales como de la vida
cotidiana.

Comité Editorial
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Proélogo

Cuando nos invitaron a participar en el programa “Antioquia la mas Educada”, para escribir
unas clases de Algebra, para un curso de formacion de docentes, pensamos que dada nuestra
experiencia como profesoras de la Escuela de Matematicas de la Universidad Nacional de
Colombia, Sede Medellin, en los primeros cursos de Mateméticas, podiamos aportar nuestro
grano de arena para apoyar al mejoramiento de la calidad de la ensenanza de las Mateméticas
en Antioquia.

Conocemos ampliamente los problemas que enfrentan los estudiantes en sus primeros cursos
de Matematicas en la universidad, y aunque sabemos que hay muchas causas que inciden en
su bajo rendimiento, una de ellas es su desconocimiento o mal manejo de los conceptos y
herramientas del Algebra Elemental, indispensables para un buen desempefio en los cursos
universitarios.

Con base en lo anterior, seleccionamos algunos de los temas que consideramos bésicos para
trabajar en estas clases y nos impusimos el reto de escribirlos en la forma mas clara posible
desde el punto de vista conceptual, acompanandolos de ejemplos ilustrativos de cada tema,
que desarrollamos al detalle explicando cada uno de los pasos. Ademas, disenamos 13 talleres
con sus respectivas soluciones que complementan el trabajo de las clases.

Para el trabajo consultamos textos clésicos utilizados desde hace muchos anos tanto en la
educacion basica y media como en la universitaria, ademés de material complementario escrito
por profesores de la Escuela de Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia, Sede
Medellin, para los cursos bésicos.

Aunque solo cubrimos algunos temas del Algebra, pues este no es un curso regular para un
ano lectivo escolar, esperamos que los temas que trabajamos sean ttiles a los docentes de
Matematicas y a los estudiantes de las Escuelas Normales, quienes se estan preparando para
su incursion en el mundo de la docencia.

Las autoras
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Leccion 1

Terminologia basica

En Aritmética trabajamos con numeros. En Algebra, ademas de los nameros, trabajamos
con letras que representan ntimeros. Con nimeros y letras realizamos operaciones como si
se tratara so6lo de nimeros.

Las operaciones fundamentales del Algebra, u operaciones algebraicas, son: suma o adicién,
resta o sustraccion, multiplicacion y division.

Una expresion algebraica es una expresion que consta de simbolos (nimeros o letras)
conectados mediante signos de operaciones. Las operaciones utilizadas son, ademas de las
fundamentales del Algebra, la potenciacion y la radicacién. Por ejemplo, las siguientes son
expresiones algebraicas:

2a — 3b?

b, —2z , alw-—2) , E
c

Para trabajar con expresiones algebraicas nos referiremos a continuacion al significado de
expresiones de la forma a™, con n un nimero entero positivo, y a las leyes para realizar
operaciones entre ellas y simplificar resultados.

Recordemos con unos ejemplos el uso de exponentes en Aritmética:
Ejemplo 1.1
1.32=3-3=0.

4.0°=0-0-0-0-0=0.

Observamos que una potencia de un niimero, con exponente entero positivo, es una forma
abreviada de expresar un producto del nimero por si mismo, tantas veces como lo indique el
exponente. Igual ocurre si en lugar de un nimero tenemos una expresion algebraica a:

El producto a - a se escribe a? y se lee a al cuadrado.
El producto a - a - a se escribe a® y se lee a al cubo.
En general, si n es un nimero entero positivo, el producto a-a - - - a se denota a”,

donde n indica el ntumero de veces que se repite el factor a.



at=a-a---qa.
—

n veces

a” se llama la n-ésima potencia de a y se lee a a la n. La expresion a se llama base y
n se llama exponente.

Ejemplo 1.2

() -00)
2. (a+1)=(a+1)(a+1)(a+1).
3. (a+3b)* = (a+ 3b)(a + 3b)(a + 3b)(a + 3b).

Ejemplo 1.3

Escribir cada una de las expresiones siguientes en la forma a™, con n un entero positivo.
1. a®a®.
2. (a*)3.
5
a
3. gz eona # 0.
Solucién

1. a*a*=(a-a-a)(a-a-a-a)=a.
2. (a*¥=a'a' a'=(a-a-a-a)a-a-a-a)la-a-a-a)=a?.

a a
3. —=—— -~ _.q-a-a=1-1-a-a-a=1-a°=ad>
a a

Las siguientes propiedades, conocidas como leyes de los exponentes, nos permiten realizar
las operaciones con potencias de una manera mas sencilla.

Leyes de los exponentes

Sean a y b expresiones algebraicas y m y n ntmeros enteros positivos. Entonces:
1. a™-a" = a™™.

El producto de potencias que tienen la misma base es una potencia con la misma base
y cuyo exponente es la suma de los exponentes de las potencias dadas.

a
2. Sia#0 ym es mayor que n, — =a""".
a

Si m es un ntmero mayor que n, el cociente de potencias que tienen la misma base es
una potencia con la misma base y y cuyo exponente es la diferencia entre el exponente
del numerador y el exponente del denominador.



3. (a™)" = a™.

Una potencia elevada a un exponente da como resultado una potencia con la base inicial
elevada al producto de los dos exponentes.

4. (ab)" = a™b".

La potencia de un producto es igual al producto de las potencias de cada uno de los
factores.

a\™ a"
D. (Z) :b—n,conb#().

La potencia de un cociente es igual al cociente de la potencia del numerador entre la
potencia del denominador.

Usando la definiciéon, veamos el por qué de algunas de estas leyes:
l.am-a"=ga...a-ga...q =a™™".
—— Y~

m factores n factores
>

Vv
m+n factores

n factores
/_/H n
. (4) =g 0 _food o
b bb b bb...b b
==
n factores n factores
Intente justificar las otras tres leyes.
Ejemplo 1.4
1. 53.50 = 5316 =59,
47
_AT2 _ 45
2. Yo 4772 =42,
3. (1% =703 =718,
4. (5-8)" = 5484
2\* 24
x x
2uw° w’
6. WIQ'E:21U5_2:2U)3, UJ%O

7. (4a')° (50°) = (£ (a")” (47)°) (50%")
= (16a°0°) (5a°0°)
= (16)(5)a®a?b°b®
= 80a'"b'".

Aa307 4 23 7 4 4
8. —.Ty :_.x—-y—:—-$372'y775:_1‘y2ax#ovy 7é0



Exponente cero y exponentes enteros negativos

Las potencias con exponente (0 y exponentes enteros negativos se definen de modo que las
leyes de los exponentes antes enunciadas, se mantengan validas cualesquiera sean los enteros
my n.

Por ejemplo, para que la segunda ley sea valida cuando m = n, es obligatorio definir a® = 1.
Tenemos por lo tanto la siguiente definicion:

=1 , a # 0.

La expresion 0 no esté definidal.

Por otra parte, para que la misma ley sea valida con m = 0 y n entero positivo, debe tenerse,
para a # 0,

1
y como a’ = 1, entonces debe ser a=™ = —. Con base en esto se define

a™"=— , nentero positivo y a # 0.
a
Se sigue de la anterior definicién, que a" = —.
e
Tenemos asi definidas las potencias para cualquier exponente entero (positivo, cero o nega-

tivo). Se puede comprobar que efectivamente, las leyes de los exponentes continian siendo
validas cualesquiera sean los enteros m y n.

Ejemplo 1.5
1 (=2)°=1.
1 5
-3 _ _
T e o L

1'Un argumento que ayuda a entender por qué 0° no est definida es el siguiente: Puesto que 0" = 0 para
todo niimero positivo n, seria natural definir 0° = 0; pero por otro lado, como a” = 1 para a # 0, también
serfa natural definir 0° = 1. Luego, no hay un tnico valor que resulte natural para 0°.

4



Lecciéon 2

Polinomios

Expresiones algebraicas como
2 3 4 4 2
Tx° =3z , °+224+8 , 2:17—§x + 5z

se conocen como polinomios en la letra o variable x. Observamos que cada uno de ellos

es una suma de expresiones del tipo ax”, con a un ntmero real y k un entero positivo o
1

cero-.

En general, una suma de expresiones del tipo az¥, con a un ntimero real y k£ un entero positivo

o cero, se llama polinomio en x o polinomio en la variable . En lugar de la letra = se
puede usar cualquier otra letra.

Ejemplo 2.1
1. 3z + 1 es un polinomio en .
2. 2y% + (=5) y + 4 es un polinomio en y, que usualmente escribimos como 2y* — 5y + 4.

k

3. 32° + no es un polinomio porque , con a nimero real
z

y k entero positivo o cero.

1 no es de la forma az

1
4. 3z + §x2 es un polinomio en la variable x.

En un polinomio en z, cada una de las expresiones az” se llama término del polinomio. Al
nimero a se le conoce como coeficiente numérico o simplemente coeficiente del término
ax”; el signo del término ax” es el signo que tenga el coeficiente a. El grado del término
es el exponente de la variable, si el coeficiente es diferente de cero. Por ejemplo, el grado de
722 es 2, mientras que el de 8 es 0, viendo 8 como 8z°.

Ejemplo 2.2

1. El polinomio 422 + (—15) z + 25, que escribimos simplemente como 4z% — 15z + 25,
tiene 3 términos con las siguientes caracteristicas:

!Convenimos en ver el sumando 8 en el polinomio x3 + 2x + 8, como si fuese 82°. En general, convenimos

que en cualquier polinomio, un sumando que sea un nimero a, se vera como si fuese az’.



Término Signo Coeficiente | Grado
4 positivo (+) 4 2
—15z negativo (—) —15 1
25 positivo (+) 25 0

3 3
2. En el polinomio 225 + 53 + (_Z> x + 5, que escribimos como 22° + 5x% — 15 + 5, sus

términos tienen las siguientes caracteristicas:

Término Signo Coeficiente | Grado
227 positivo (+) 2 5
5z positivo (+) 5 3
—%x negativo (—) —2 1

5 positivo (+) 5 0

Un polinomio que consta de un solo término se llama monomio, de dos términos binomio
y de tres términos trinomio. Los monomios del tipo a, donde a es un niimero, se conocen
como polinomios constantes.

Ejemplo 2.3

4 y —9 son polinomios constantes.
223 y —3y son monomios.
322 —5 y 23 + 22 son binomios.

622 — 5x +4 y 3x* — 22% + x son trinomios.

El grado de un polinomio en una variable es el del término de mayor grado del polinomio.

3
Por ejemplo, el grado de 422 — 15z + 25 es 2, el de 225 + 523 — 2t 5 es 5y el del polinomio
constante 4 es 0.

Al polinomio constante 0, llamado polinomio cero, no se le asigna ningtin grado.

También podemos considerar polinomios en més de una variable. Por ejemplo, 22 + zy + 3
es un polinomio en las variables z y . Similarmente, 22%y?2? — 522y +3y2 es un polinomio en
las variables x, y y z. En estos casos el grado del polinomio se considera con respecto a cada
una de las variables. Asi, por ejemplo, el polinomio 22 + xy + 3® es de grado 2 con respecto a
x vy de grado 3 con respecto a 3. De igual manera, el polinomio 2x*y%2% — 52%y 4 3yz es de

grado 4 con respecto a x, de grado 2 con respecto a y y de grado 2 con respecto a z.



En la proximas lecciones vamos a estudiar las operaciones fundamentales del Algebra con
polinomios, para lo cual es necesario el concepto y manejo de términos semejantes y simbolos
de agrupacion.

Términos semejantes

En cada término de un polinomio, a las variables con sus exponentes se les conoce como
parte literal del término. Por ejemplo, en el polinomio —4x2y? + 5zy? + 3, la parte literal
del término —4x%y? es 22y3, la parte literal del término 5zy? es xy? y para el tltimo término
3 diremos que no tiene parte literal.

Decimos que dos o més términos son términos semejantes si tienen la misma parte literal.
Asi, por ejemplo, 7zy y —3xy son términos semejantes, pero —2w?2% y 5w?z no lo son. Dos
o0 mas términos constantes se consideran semejantes.

Agrupar o reducir términos semejantes en un polinomio es convertir todos los términos
semejantes en un solo término (semejante a ellos). El coeficiente de dicho término se obtiene
realizando las sumas o restas de los coeficientes numéricos de los términos a reducir.

Para reducir términos semejantes y para realizar las operaciones fundamentales entre poli-
nomios, aplicaremos las propiedades conmutativa y asociativa de la suma y el producto de
ntmeros reales, y la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma:

Si a, by ¢ son nimeros reales, entonces
a+b=b+a , a-b=b-a Propiedad conmutativa

(a+b)+c=a+(b+c¢c) , alb-¢c)=(a-b)c=a-b-¢  Propiedad asociativa
alb+c)=a-b+a-c Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma.
Ejemplo 2.4
Reducir términos semejantes en los siguientes polinomios:
1. 5y%z + 8yz? — 21y%2 + 14y22.
2. =3a3y% 4 222y — 23y3 + 1023y? + 223y% — 42393,
Solucién

1. Observamos que los términos 5y%2 y —21y?z son semejantes y que 8yz? y 14yz? son
semejantes. Por tanto,

5%z 4+ 8yz? — 21y 2 + 14y22

= 5y%z — 21y*2 + 8yz? + 14y2? Propiedad conmutativa de la suma
= (5—21) 9%z + (8 + 14) y2* Propiedad distributiva del

roducto con respecto a la suma
= 16z + 2222 P P



2. Observamos que los términos —3z3y? v 1023y? son semejantes y los términos —ay?,
223y% v —4a3y® son semejantes. El término 22%y? no es semejante con ningtn otro en
el polinomio. Luego,

—32%y? + 22%y? — 2%y® + 1023y + 2277 — 4a”y?
= —32%y% + 102%y? — 239 + 20%y® — 42’y + 22%° Prolpiedad conmutativa
de la suma
= (=3+10) 2% + (=1 + 2 — 4) 2°y> + 22%y? Propiedad distributiva

= T2%y? — 32%y® + 2272

Simbolos de agrupaciéon

Son simbolos que se emplean para indicar que la expresion encerrada en ellos se considera
como una sola cantidad. Usaremos paréntesis ( ), corchetes [ | y llaves { }.
Para suprimir los simbolos de agrupaciéon empleamos las siguientes reglas:

1. Si el signo + precede a un simbolo de agrupacion, este ultimo se puede suprimir sin
modificar el signo de los términos que contiene.

Ejemplo 2.5
Eliminar simbolos de agrupacion y reducir términos semejantes en (3z+7y)+ (2x —5y).

Solucién
(Bx + Ty) + (2x — by) = 3z + Ty + 2x — by = b + 2y.

Al quitar los paréntesis los signos no cambian puesto que el signo + precede a cada
uno de los dos paréntesis, ya que como dijimos antes, cuando no aparece el signo
explicitamente, éste es +.

2. Si el signo — precede a un simbolo de agrupacion, este tltimo se puede suprimir cam-
biando el signo de cada uno de los términos que contiene.
Ejemplo 2.6

Eliminar simbolos de agrupacion y reducir términos semejantes en (5ab—3c¢)—(2ab—"7c).

Solucién
(5ab — 3¢) — (2ab — Tc) = 5ab — 3¢ — 2ab + Tc = 3ab + 4c,

ya que el signo — que precede a 2ab — 7c, cambia el signo + de 2ab por el signo —,
quedando —2ab y el signo — de —7¢ por +, quedando +7c.

3. Si en una expresion aparecen varios simbolos de agrupacion, unos contenidos en otros,
para suprimirlos se sugiere empezar por el mas interno.



Ejemplo 2.7

Eliminar simbolos de agrupacién y reducir términos semejantes en 2z — {5z — (7x +
42%)}.

Solucién

21 — {52® — (Tx + 42%)} = 22 — {b2® — Tw — 42°} = 2 — 5a® + Tw + 42 = 9z — 2°.

Primero eliminamos los paréntesis, cambiando los signos de los términos en su interior
va que la expresion (7z + 4x?) esta precedida del signo —. Luego suprimimos las llaves
en {Hz* — Tz — 42*}, cambiando nuevamente los signos. ¢Por qué?

Ejemplo 2.8

Simplificar los siguientes polinomios suprimiendo los simbolos de agrupaciéon y agrupando

términos semejantes:
1. 2m —[(m —n) — (m+n)].

2. a+{(-2a+0b)—(—a+b—c)+a}.

3. 2z + [-bx — (—2y + {—x +y})|

4. 2a — (—4a+0b) — {—[-4a+ (b—a) — (=b+a)]}.

Solucién

1. 2m —[(m —n) — (m+n)]
=2m — [m —n—m —n] Suprimimos los paréntesis internos
=2m — [—2n] Reducimos términos semejantes
=2m+2n Suprimimos los corchetes.

2. a+{(—2a+b)—(—a+b—c)+a}

=a+{-2a+b+a—b+c+a} Suprimimos los paréntesis internos

=a—2a+b+a—-b+c+a Suprimimos las llaves

=a-+c Reducimos términos semejantes.

3. 2z + [-br—(—2y + {—z + y})]
=2z + [-bx — (—2y — x +y)] Suprimimos las llaves internas

=2z + [z + 2y + = — 9] Eliminamos los paréntesis
=2r -5 +2y+x—vy Eliminamos los corchetes
=—2x+vy Reducimos términos semejantes.

4. 2a — (—4a+b)—{-[-4a+ (b—a) — (-b+a)]}
=2a+4a—b—{-[-4da+b—a+b—a]}
=6a—b—{4a—b+a—b+a}
=6a—b—4a+b—a+b—a
=b.

Justificar cada uno de los pasos.
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Leccién 3

Suma y resta de polinomios

Suma

Para sumar dos o més polinomios se encierra cada uno usando simbolos de agrupacion, se
escribe uno a continuacion del otro separados por el signo +, se eliminan los simbolos de
agrupacion y se reducen términos semejantes.

Ejemplo 3.1
En cada numeral, hallar la suma de los polinomios dados.

1. 3224+ 2 +1 y 222 -3z —5.

1
2. 3224+ 7x -9 y —5933—5.%24—93—5.

3.zt — x2y?, —bady + 6xy3, —daxy® + y4 y —4x%y? — 6.
6 __ .4, .2 3.5 3.3 1. _34_ 572 _3, _
4. @ —a*+a7, 3a sa 50, —za ga”+6 y —ga—6.
Solucién
1. Encerramos cada polinomio entre paréntesis y los escribimos uno a continuacion del

otro separados por el signo —+:

(32°+z + 1) + (22° — 3z — 5)
=32+ +1+22>—-3x—5 Eliminamos paréntesis
=(3+2) 2+ (1-3)x+ (1 —5) Agrupamos términos semejantes

2 . . .
=b5x" —2xr —4 Realizamos operaciones con los coeficientes.

2. Encerramos cada polinomio entre paréntesis y los escribimos uno a continuaciéon del
otro separados por el signo —+:

1
(322 + 7o —9) + (—5:173 — 5352 —|—:B—5)

1
=322+ 72— 9 — 523 — SxQ +x—95 Eliminamos paréntesis

11



B 1\ 3 Agrupamos términos
o (3 N 3) AT+ D)z +(-9-5)+ (—51‘ ) semejantes

~_3(5) -1
5

2%+ 87 + (—14) + (—51:3) Realizamos operaciones

con coeficientes
14
= Ea:2+8:z:—14—5:c3

— 523 + %IQ 4+ 8z — 14 Ordenamos el polinomio

resultante respecto a x.

3. Encerramos cada polinomio entre paréntesis y los escribimos uno a continuaciéon del
otro separados por el signo +:

(x4 — x2y2) + (—5x3y + 6xy3) + (—day® + y4) + (—4x2y2 — 6)
=2t — 2%y? — 5ty + 6y — 4oy + yt — 42%y® — 6
=2t (-1 -4 a*y® -5’y + (6 —4)2y® +y* — 6
= 2t — 5ay? — 5ady 4+ 22y> + 4t — 6
= 2* — 523y — 52%y* + 229° + y* — 6.

4. Encerramos cada polinomio entre paréntesis y los escribimos uno a continuacion del
otro separados por el signo —+:

3 3 1 3 ) 3
6_ 4, 2 95 923 1 94 29 2
(a®—a +a)+<5a 3% 2a)+( -a" — ga +6>—|—< 5% 6)

=a’+ (_77_3> at +

8-5 a2+§a5—§a3+(_4_3)a+0

8 5 8 8
10 3 3 3 7
_ 6 *Y 4 2, 2.5 3 !
= 7a —|—8 +5a 8a 8a
3 0 3 3 7
=af + ga5 7 4 ga?’ §a2 ga

Resta

Recordemos que en la expresion a — b, a se llama minuendo y b sustraendo.
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Para restar dos polinomios se encierra cada uno usando un simbolo de agrupacion, se escribe
primero el minuendo y a continuacion el sustraendo precedido del signo —. Luego se eliminan
los simbolos de agrupacion y se reducen términos semejantes.

Ejemplo 3.2
1. De 322 + x + 1 restar 2% — 3z — 5.

2. Restar 252 + 252% — 1822 — 112° — 46 de z® + 822 — 9 + 15z.

3. Restar —8xy® — 62%y? + 20y* de z* + 92y — 11y*.
9 7 1 5

7 )
4. Restar —§a2+1—0a+§ de a5+§a2—a+6.

Solucion

1. Escribimos el minuendo y a continuacién el sustraendo precedido del signo — :

(32 +x+1) — (22° — 3z — 5)

=32 +x+1—-222+3x+5 Eliminamos paréntesis
=(3-2) 2+ (1+3)x+ (1+5) Agrupamos términos semejantes
=22 +4x+6 Realizamos operaciones con los coeficientes.

2. De acuerdo con el enunciado, el minuendo es 2® + 822 — 9 + 152 y el sustraendo es
251 + 252% — 1822 — 112° — 46. Escribimos entonces el minuendo y luego el sustraendo
precedido del signo —:

(2° + 82® — 9+ 15z) — (252 + 252° — 182® — 11a° — 46)

=23+ 822 — 9+ 152 — 25z — 252° 4+ 1822 + 112° + 46 Eliminamos paréntesis

— (1= 25) 2% + (8 + 18) 2% + (=9 + 46) + (15 — 25)x 4 11g° *-8rupamos términos
semejantes

— 948 1 2622 4+ 37 — 102 + 1127 Realizamos operaciones

con coeficientes

O i 1 poli-
= 112° — 242° + 262° — 10z + 37 reanizamos ¢ ot
nomio resultante.

3. Escribimos el minuendo y a continuacion el sustraendo precedido del signo —:
(z* + 9zy® — 11y*) — (—8zy® — 627y* + 20y")

=zt + 9:Ey3 — 11y4 + 8:(3y3 + 6:L‘2y2 — 20y4 Eliminamos paréntesis
Agrupamos términos

= 2% 4+ (9 + 8)wy® — (11 + 20)y* + 627y

semejantes

— ot + 17xy3 . 31y4 i 6x2y2 Realizamos operaciones

con coeficientes

- + 61:2y2 + 171‘@/3 . 31y4 Organizamos el polinomio

con respecto a x.
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4. Escribimos el minuendo y a continuacion el sustraendo precedido del signo —:

a3+1a2—a +§ — —Za2+2a+z
2 6 8 10 8

=a’+ 1+z a® — 1—i—3 a+ 0T
a 2 8 10 6 8
_da 447 . 10+ 9 - 20 — 21
— 8 10 24

14



Leccion 4

Multiplicacién de polinomios

El producto de a y b se escribe a x b, a - b, o simplemente ab. a y b se llaman factores del
producto ab.

Para multiplicar polinomios usaremos las propiedades conmutativa (ab = ba), asociativa
(a(bc) = (ab)c = abe), distributiva del producto con respecto a la suma (a(b + ¢) = ab + ac),
las leyes de exponentes y la ley de signos que enunciamos a continuacion.

Ley de signos

El signo del producto depende de los signos de los factores, asi:

Si los dos factores tienen el mismo signo, el signo del producto es +, es decir,

(+)(+) = + (+ por + da +)
(-)(-) = + (—por — da+).

Si los dos factores tienen signo diferente, el signo del producto es —, es decir,

(+) (=) = —  (+por — da—)
(V) = — (- por + da-)
Ejemplo 4.1
(=2)z = -2z %(—w) = —%w (=7)(=5) =35 b(—c) = —bc
(—d) (—w) = dw 5(—3)=—15 (—a)c= —ac (—2)4 = -8.

Veamos un ejemplo en el que ademés de la ley de signos, utilicemos las leyes de exponentes
que vimos anteriormente.

Ejemplo 4.2
1. b° - b3=Dpbbbb - bbb = bbbbbbbh = b®.
5 veces 3 veces 8 veces

2. 2320=2% yaque3+6=09.

3. (x+y)’ (x+9y)® = (z+y)"?, yaque2+ 13 =15.
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4. (=m®)(m") = —m!2, ya que — por + da — y 5+ 7 = 12.

5. (22%)1 = 21123 = 16212 ya que 2 = 16 y 3x4 = 12.

Ejemplo 4.3

Efectuar las operaciones indicadas, eliminando simbolos de agrupaciéon y reduciendo términos
semejantes:

L (3y°)(2y°).
2. (22%y%)(3x2?)(5y).
3. (2a%b%)3.
4. 2z(z + 2y) — 3y(2z — y) + zy(2 — y).
5. 222 — 3z[2x — y(x — 2y) — 7).
6. (32% — 49?) (23 — 222y + xy?).
7. (2% — zy — y?) (% + 2y + ¥?).
Solucién
L (3y%)(2y%) = 6y°.
2. (22%9%)(3222)(5y) = (22%y3)(152y2z?) = 3023y*22.

Por las leyes asociativa y conmutativa de la multiplicaciéon, se pueden efectuar todas
las operaciones simultaneamente:

(222y%)(322%) (5y) = (2x3x5)xZHHyB+D 22 = 3023y*22,
3. (2a%0*)3 = 23(a?)3(b?)3 = 8a®0°.
4. 2x(x+2y) —3y(2x —y) +ay(2—y) = 202 +4xy —6zy+3y* + 20y — 29* = 2%+ 3> — 29>
5. 2% — 322z — y(x — 2y) — y?] = 20* — 3220 — 2y + 2¢° — o7
= 227 — 62% + 3%y — 6xy® + 3zy?
= —42® + 32%y — 3xy’.
6. (32% — 49°)(2® — 22%y + 2y?) = 322 (2 — 227y + 2y?) — 4y (2° — 22y + 2y?)
= 32%(2°) + 32%(—22%y) + 32* (2y?) + (—4y®)(«”)
+ (—4y)(—22%y) + (—4y*) (zy”)
= 32° — 6a'y + 323y* — 4y%2® + 82%® — day?
= 32° — 62ty — 23y* + 8%y — day’.

Otra forma de expresar esta operacion es la siguiente:
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23 — 2%y + xy? Escribimos primero el polinomio con mas
términos, ordenado respecto a una de las variables.
3% — 4y? En el renglén siguiente escribimos el otro polinomio
ordenado respecto a la misma variable del primero.

325 — 6ty + 323y? Multiplicamos el primer término del segundo polino-

mio por cada uno de los términos del primero.
—423y? + 8x%y3 — 4xy*  Multiplicamos el segundo término del segundo poli-
nomio por cada uno de los términos del primero.

3a® — 6zty — 23y® + 822%y® — 4wy  Sumamos los resultados, reduciendo términos

semejantes.

Luego, (23 — 222y + xy?)(32% — 49?) = 32° — 62ty — 23y® + 82%y® — day*.

Notese que cuando se hace la multiplicacion del segundo término por cada uno de los
términos del primero, los resultados se van escribiendo teniendo en cuenta los términos
semejantes.

2 —ay —y?
2 4y +y?
Py —a?

By - —mP

22y -

x —x%y? —2xy® —y

Luego, (2° —zy — y*)(2* + zy + ) = 2* — 2%y* — 22y — y*.

Productos notables

Realizar las siguientes multiplicaciones:

1. (a+0b)(a—0).

2. (a+b)*

3. (a—1b)%

4. (a+0b)3.

5. (a—b)3.

6. (x+a)(r+0b)

Soluciéon
1. (a+b)(a—b)=a-a+a(-b)+b-a+b(—b) =a* — ab+ ab— b* = a* — b*.
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2. (a+b°=(a+b(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a>+ab+ba+b* = a>+ 2ab+ b2

(a+b)
3. (a—b)* = (a=b)(a—b) = a-a+a(—b)+(—=b)a+(—b)(—b) = a*—ab—ba+b* = a®—2ab+b>.
4. (a+0)®=(a+0b)(a+0b)>

= (a+b)(a® + 2ab + b?)

=a-a*+a(2ab) +a-b*+b-a*+ b(2ab) + b - b?
= a® + 2a°b + ab® + a*b + 2ab* + b°

= a3 + 3a®b + 3ab® + b3.

5. (a —b)* = (a—b)(a—0b)?
= (a —b)(a® — 2ab + b?)
= a-a*+ a(—2ab) + a - b* + (=b)a* + (=b)(—2ab) + (—b)b?
= a® — 2a%b + ab® — a®b + 2ab® — b?
= a® — 3a®b + 3ab® — b.
6. (x+a)(x+b)=x-x24+x-b+a-x+a-b
= 2% + bx + ax + ab
= 22+ (a + b)z + ab.

Estos productos, que presentamos en la siguiente tabla, son conocidos como Productos No-
tables. Se usan frecuentemente y simplifican las operaciones que los involucran, por lo que
es recomendable memorizarlos, lo cual se logra con la practica.

Suma por diferencia de dos expresiones (a+0b)(a—b)=a®>—1*

Cuadrado de una suma (a + b)* = a® + 2ab + b°

Cuadrado de una diferencia (a —b)* = a® — 2ab + b?

Cubo de una suma (a+b)° = a® + 3a%b + 3ab® + b
Cubo de una diferencia (a —b)’ = a® — 3a2b + 3ab® — b
Producto de dos binomios de la forma (z + a)(z +b) | (z + a)(x +b) = 2* + (a + b)z + ab.

Observacion: Siay b son ntimeros positivos, los productos anteriores se pueden representar
geométricamente en términos de areas o volimenes de figuras conocidas. Por ejemplo, el
cuadrado de una suma puede interpretarse en términos de sumas de areas de cuadrados y
rectangulos asi:

Construyamos un cuadrado de lado a + b, cuya area es (a + b)2. Este cuadrado se puede
descomponer en un cuadrado de &rea a?, un cuadrado de &rea b? y dos rectdngulos de area

ab cada uno.
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a a a’ ab

T VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV T" ---------------------------------------------------
b b ab 3

(a+b)’ = a*+2ab+b’

Figura 4.1
Ejemplo 4.4
Utilizar los productos notables para realizar las siguientes operaciones.

1. (x —5)2

2. (a® = b) (a®> +0).

3. (1—2y)".

4. (z+y+2)(r—y—2).

5. (. —5)(xz +4).

6. (z°—2)(z° = 7).

Solucién
1. (z —5)? es el cuadrado de una diferencia. Luego,
(x —5)* = a? — 2z(5) + 5% = 2* — 10z + 25.

2. (a* —b) (a® +b) es el producto de la suma por la diferencia de dos términos. Asi,
(a® = b) (a® +b) = (a?)” — (b)* = a* — b2

3. (1-— 2y)3 es el cubo de una diferencia a — b, con a =1y b = 2y. Luego,
(1—2y)* =1 =3(1)*(2y) +3(1) (29)* — (2y)° = 1 — 6y + 12¢* — 8",

4. Reagrupando de manera apropiada los términos de cada paréntesis podemos obtener
la suma por diferencia de dos expresiones:
(z+y+2)(z—y—2)=r+y+2)]zr—(y+2)]=2>—(y+2)* =22 —y* —2yz — 2%

5. (x —5)(x +4) es un producto de dos binomios de la forma (z + a)(z + b) con a = —5
y b=4. Luego,

(x—=5)(z+4)=2*+ (-5 +4)r+ (-5)(4) = 2> —z — 20.
6. Estamos en el mismo caso del ejemplo anterior con a = —2 y b = —7 y ademas el

primer término de cada binomio es z° en lugar de z. Luego,

(25 =2)(2° = 7) = (2°)* + (=2 = T)2° + (—2)(—7) = z'% — 92° + 14.
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Leccién 9

Divisién de polinomios

La division de a entre b, con b # 0, se escribe a + b, a/b 6 %; a se llama dividendo y b

divisor. Recordemos que

7= c significa a=1b-c.
El divisor debe ser diferente de cero, para que la divisiéon tenga sentido!.

La divisién de polinomios guarda muchas semejanzas con la divisiéon entre nimeros enteros.
A continuacion nos referiremos brevemente a esta operacion entre enteros.

Como sabemos, dividir un entero positivo a entre un entero positivo b, con a mayor que
b, consiste en encontrar el nimero de veces que b “estd” o “cabe” en a. Se presentan dos
situaciones que ilustramos en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 5.1

7[5

2 3
El cociente es 3 y el residuo es 2. Es decir, 5 “esta” 3 veces en el 17 y sobran 2:

17

17=5-3+2
+ 0 5

2
3+ .
+5

La divisiéon no es exacta.

Ejemplo 5.2
120 8
40 15
0

El cociente es 15 y el residuo es 0. Es decir, 8 “estd” exactamente 15 veces en el 120:

120

15.
8

120 =8-15 0

La division es exacta.

4
1Obsérvese que si, por ejemplo, 0 fuese algin ntmero ¢ entonces se tendria 4 = 0 - ¢, es decir se tendria

4 =0, lo cual es falso.
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Consideremos ahora dos polinomios a y b, b # 0, en la misma variable y con el grado de a
mayor o igual que el grado de b.

De manera similar a lo que ocurre en los enteros, dividir el polinomio a entre el polinomio
b, consiste en hallar un polinomio ¢ (el cociente) y un polinomio r (el residuo) de modo
que
r
=c+ - 0 a=b-c+r.

n

r c
con r = 0 o grado de r menor que grado de b. Cuando r = 0, la divisién es exacta.

Para dividir polinomios usaremos, entre otras, las leyes de los exponentes (enunciadas en la
Leccion 1) y la siguiente ley de signos para la division, la cual es similar a la dada para la
multiplicacion:

(H)/(+) = + + dividido + da +)
( )

(
— 4+ (= dividido — da +)
(+ dividido — da —)
— — (= dividido + da —).

Division de monomios

Para dividir un monomio por otro monomio bastan la ley de signos para la division y la ley

2. de exponentes
m

a _
— =a™ ", para m y n enteros, a # 0.

a’l’l/
Ejemplo 5.3

Realizar las operaciones y simplificar el resultado expresandolo con exponentes positivos.

1. 1028 + 222
2. 3b7 = 12b%.
5
3. gyll - y3
Solucién
1 8
1. 1028 + 222 = ﬁ = 5872 = 5yf.
222
367 3 1
2.3 =120t = — = —p7* = Zp3.
1204 12 4
5 1
5 Y 5 5
3. 21 = 3_3 2 -8 = 2.8
3V TV = =gy 3Y
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Divisiéon de un polinomio por un monomio

El resultado de dividir un polinomio, con dos o mas términos, por un monomio, es la suma
de los resultados de la divisiéon de cada término del polinomio por el monomio.

Ejemplo 5.4
1 202'? — 162% — 82° 20z1? 1628 8x°

2.

_ .8 4
44 4t _4x4_@_5x — At =2

El cociente es 52% — 4% — 22 y el residuo es 0.

7%+ 92° 7% 92 7 9x3

305 300 35 3 355
7
El cociente es gx y el residuo es 9z3.

9z3 923 3
La expresion o puede simplicarse: Mgt —3p 2= 2
3xd 3xd x?
Luego,
7254928 7 3

325 396 x?’

Divisién de un polinomio por otro polinomio

Para realizar la division de un polinomio con dos o més términos, entre otro polinomio con
dos o mas términos, se sigue un procedimiento, conocido como divisién larga, similar al
que se sigue en la division entre enteros. Los pasos a realizar son los siguientes:

1.
2.

Tanto el dividendo como el divisor se escriben en orden descendente.

Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor y se obtiene
asi el primer término del cociente.

Se multiplica el primer término del cociente por el divisor y el producto obtenido se
resta del dividendo, escribiendo cada término debajo de su semejante. Si algtin término
de este producto no tiene término semejante en el dividendo, se escribe en el lugar que
le corresponda de acuerdo con la ordenacion del dividendo y el divisor.

El resultado obtenido en el paso anterior se trata como un nuevo dividendo y se repiten
los pasos 2. y 3..

Se continta este proceso hasta obtener cero o un polinomio de grado menor que el grado
del divisor. Cualquiera de los dos es el residuo.

. El resultado de la divisién se escribe asi:

dividendo . residuo
——F = coclente + ——
divisor divisor
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o también como
dividendo = cociente x divisor + residuo,

forma que utilizaremos con frecuencia en factorizacion
Ejemplo 5.5
Dividir 82* 4+ 27z — 2222 — 18 entre = + 222.

Solucion

Aunque hay diferentes maneras de colocar dividendo, divisor y cociente, vamos a usar la
siguiente:

8a* —22z% 427z —18 |22+
—8z  —42? 4% — 2z — 10

—A4x3 =222 +27x —18

403 4222

—20x% +27x —18

+20z%  +10x

37r —18

Explicacion
Ordenamos dividendo y divisor en orden descendente con relaciéon a x.

Como en el dividendo falta el término en 3 y al realizar la divisién van a resultar términos

en x°, entonces dejamos un espacio entre 8z* y —22x? para el término en z3.

Dividimos el primer término del dividendo 8z* entre el primer término del divisor 222, 8z =
222 = 42% que es el primer término del cociente.

Multiplicamos 4z por cada uno de los términos del divisor: (4z?) (22?) = 8z y (42?) (z) =
423. Como estos productos hay que restarlos del dividendo, les cambiamos el signo, los
escribimos debajo de los términos del dividendo semejantes con ellos y hacemos la suma
correspondiente.

El residuo obtenido —4x3 — 2222 + 272 —18 se trata como un nuevo dividendo y se repiten los

tltimos tres pasos: Dividimos —423 entre el primer término del divisor 222, —423+22? = —2z
que es el segundo término del cociente. Multiplicamos —2x por cada uno de los términos
del divisor obteniendo (—2x) (22%) = —42% y (—2z) (x) = —22?, les cambiamos el signo, los

escribimos debajo de sus semejantes y hacemos la suma correspondiente.

Con el residuo obtenido —202%+427z —18 repetimos nuevamente el proceso: Dividimos —20x?
entre el primer término del divisor 222?, —202? = 222 = —10 y éste es el tercer término del
cociente. Multiplicamos —10 por cada uno de los términos del divisor y seguimos realizando
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el procedimiento hasta obtener como residuo 37x — 18 que es un polinomio de grado menor
que el divisor. Aqui termina la divisiéon y el resultado se expresa asi:

Sxt 4 27z — 2222 — 18 37 — 18
el — 42?2 — 104+ 220
T+ 222 T + 222
o
8t + 27w — 2227 — 18 = (42® — 22 — 10) (x + 22°) 4 37z — 18.
Ejemplo 5.6

Dividir 6z* + 723 4+ 622 + 32x — 7 entre 322 + 5x — 2.

Solucion
62 472 462 +32¢ -7 |32’ +5x—2
—6x* =102 4422 202 —x+5
32 41022 +322x -7
323 +5a? —2x
1522 +30x -7
—1522 —=25x +10
5 43
Por tanto,
6x4+7x3+6m2+32x—7_2$2_x+5+ 5t + 3
322 4 5z — 2 a 322+ 5z — 2
6

62* + 72 + 627 + 320 — 7 = (20 — v + 5)(32* + 5x — 2) + 5x + 3.

25



26



Leccion O

Factorizaciéon o descomposicién en factores I

Iniciemos refiriéndonos al concepto de factor para nimeros enteros.

Por ejemplo, por el hecho de que 12 = 3 - 4 decimos que 3 y 4 son factores de 12. De igual
forma 2 y 6 son factores de 12 porque 12 =2-6. ;Coémo determinar si un entero b dado es
un factor de 127 Lo sera si hay un entero c tal que 12 = b - ¢, es decir, si la division 12 + b
es exacta.

En general, un entero b # 0 es un factor de un entero a si hay un entero c tal que
a=b-c

0, en otras palabras, si la division a = b es exacta.
Ejemplo 6.1

Hallar todos los factores positivos de 18.
Solucién

Haciendo la divisiéon de 18 entre cada uno de los enteros 1, 2, ..., 18 encontramos que la
division es exacta tnicamente para 1, 2, 3, 6, 9 y 18. Luego, estos niimeros son los factores

buscados. Por ejemplo, 6 es un factor porque 5= 3 de donde 18 =6 - 3.
Notese que —6 también es factor ya que 18 = (—6) (—3). Los factores negativos de 18 son
1, -2, -3, -6, -9y —18.

Un entero mayor que 1, cuyos tinicos factores positivos son 1 y él mismo, se llama ntimero
primo. Por ejemplo, 2 es primo porque es mayor que 1 y sus tnicos factores positivos son
1 y el propio 2. Los primos menores que 10 son 2, 3,5y 7.

Un hecho importante es que todo entero mayor que 1 puede expresarse como un producto
de factores primos. Tal expresion se conoce como factorizaciéon o descomposiciéon en
factores primos.

A continuacion se ilustra, con el nimero 126, como se obtiene la mencionada factorizacion.
Iniciamos dividiendo 126 entre 2: 126 +~ 2 = 63. Luego, 126 = 2 - 63.
Seguiria la division 63 = 2, pero ésta no es exacta.

Dividimos 63 entre 3 : 63 +3 =21. Luego, 126 =2-3-21.
63
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Dividimos 21 entre 3 : 21+3=7. Luego, 126 =2-3- 32-17.

7 es primo : 7T+-7=1.

Luego, la factorizacion en factores primos de 126 es

126=2-3-3.-7=2-32.7.

El proceso anterior se realiza de manera abreviada en la forma siguiente:

126 | 2
63| 3
213

7
1

126=2-3-3.-7=2-32.7.

Pasemos ahora a considerar el concepto de factor y de factorizacion para polinomios.

Dado un polinomio, cada uno de los polinomios que multiplicados entre si dan como resultado
el primero, se llama factor de ese polinomio.

Ejemplo 6.2

1. 2+ 1y a— 1 son factores de 22 — 1, ya que de los productos notables sabemos que
2 —1=(z+1)(xz—1).

2. 4a y 2b — 3 son factores de 8ab — 12a. ;Por qué?

3. x — 5 es factor de (x — 5)%. ;Por qué?
Ejemplo 6.3
Determinar si  + 1 es o no es factor de z3 + z* — 3z — 3.
Solucién

Hagamos la division 23 + 22 — 32 -3+ + 1:

3 422 -3z -3 x+1

—x%  —a? 22 —3
-3z -3
3r 43
0
Se obtiene B2 3r—3 )
=" -3
z+1



es decir,
a2’ —3r—3=(zx+1)(a* —3).

Luego, x + 1 si es factor de 2® + 2? — 3z — 3.

Factorizar un polinomio dado es expresarlo como un producto de dos o mas polinomios.

Asi como en los enteros hay ntimeros primos, en los polinomios hay polinomios primos: Un
polinomio p de grado mayor o igual que 1 se llama primo si p no se puede expresar como
producto de polinomios, cada uno de ellos de grado menor que el de p.

Notas:
e Nos limitaremos a polinomios con coeficientes enteros o con coeficientes racionales.

e Convenimos en que si el polinomio a factorizar tiene coeficientes enteros, la factorizacion
es con factores cuyos coeficientes son también enteros. Si esto no es posible, entonces
con factores cuyos coeficientes son racionales o en ultimo caso nimeros reales.

e Un polinomio p con coeficientes en un cierto conjunto numérico (enteros, racionales o
reales) puede ser primo en dicho conjunto numeérico, pero no serlo en otro.

Ejemplo 6.4

1. 22 — 3 es primo (en los enteros, en los racionales y en los reales) porque no se puede
expresar como un producto de polinomios de grado menor que 1, es decir, como un
producto de polinomios constantes.

2. El polinomio 22 — 2 es primo en el conjunto de los enteros y también en el de los

racionales (;Por qué?), pero no lo es en el conjunto de los reales, puesto que en dicho
conjunto 2 — 2 factoriza como

x2—2:(a:+\/§) <x—\/§>

Recordemos que V2 no es entero ni racional.

En lo que sigue en esta leccion y en las siguientes cuatro lecciones, veremos distintos casos
de factorizacion.

Caso 1: Factor comun

Todos los términos del polinomio a factorizar tienen un factor comun, es decir, aparecen
ntmeros, letras o combinaciones de ntmeros y letras, comunes a todos los términos del
polinomio.

a) El factor comtn es un monomio.
Ejemplo 6.5

Factorizar los siguientes polinomios:

29



23 — 2%y + 3.
9ab — 12bc + 30b°.

18m3n*z — 12mn? + 36n323.

w o

4. 3mnw — 12m2nw? + 4m°n? — 6mn.
Solucién

1.2 —2?y+3r=2-2-2—a-2-y+3x. Como x es el tnico factor comin en todos
los términos, escribimos el polinomio original como el producto de x por un polinomio
cuyos términos resultan de dividir cada uno de los términos del polinomio dado entre
x.

3 2 3
x3—x2y+3x:x<x———+—x> = x(2® — 2y + 3).
r T

2. 3 es el mayor factor comtuin de los coeficientes 9, —12 y 30, y b es el tnico factor comun
literal. Tenemos asi

12 2
9ab — 12bc + 30b% = 3b (9;% _ ﬁ + 300

En la practica se escribe el resultado sin indicar las divisiones.

3. Descomponemos 18, 12 y 36 en sus factores primos:

18 | 2 12 ] 2 36 | 2
913 6|2 18 |2
313 313 913
1 1 313

1

Luego, 18 = 2 x 32, 12 = 22 x 3 y 36 = 22 x 3% y por tanto el mayor factor comin de
los coeficientes es 2 x 3 = 6. El factor comin literal de mayor grado es n? y asi

18m3ntz — 12mn? + 36n°2* = 6n*(3m*n’z — 2m + 6nz?).

4. 3mn*w — 12m*nw? + 4m°n? — 6mn = mn (3nw — 12mw? + 4m’n — 6).
b) El factor comin es un polinomio
Ejemplo 6.6
Descomponer en factores:

1. z(a+1) +3(a+1).

2. 2z(n—1) — 3y(n —1).

3. Bx+2)(z+y—2)—Bx+2)—(xr+y—1)(3z+2).
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Solucion

Los dos términos tienen como
factor comtn a + 1

z(a+1)  3(a+1)
a+1 a-+1 )

1. x(a+1)+3(a+1):(a+1)<

=(a+1)(z + 3).

2. 2z(n—1)—=3y(n—1) = (n — 1)(2z — 3y). El factor comtn es n — 1.

3. Bz +2)(z+y—2)—Br+2)—(x+y—1)(3x+2)
=@Brx+2)[(r+y—2)—1—(r+y—1)] El factor comtn es 3z + 2
=Br+2)(zv+y—z2—-1—-2x—y+1) Eliminamos signos de agrupacion
=3z +2)(—=2) Reunimos términos semejantes

= —2z(3x +2).

Caso 2: Factor comtin por agrupacion de términos

En algunos polinomios en los cuales no aparece explicito un factor comin, al ordenar y
agrupar adecuadamente los términos, se encuentra un factor comin.

Ejemplo 6.7

Factorizar:
1. z(a+1)—a—1.

2. am —bm +an — bn.
3. 3m — 2n — 2nz* + 3ma’.
4. 3a — b* + 2%z — 6ax.
5. 22% — na? + 2x2? — nz? — 3ny? + 62y
Soluciéon
l. z(a+1)—a—1=z(a+1)— (a+1) Agrupamos los dos tltimos términos
=(a+1)(z—1) El factor comiin es a + 1.

2. Es muy importante tener en cuenta que al hacer las agrupaciones, las expresiones que
se obtengan al sacar el factor comtn en cada una, sean iguales.

am —bm + an — bn = (am — bm) + (an — bn)
=m(a —b)+n(a—0b)
= (a —b)(m+n).
La agrupacion también pudo hacerse asi:
am —bm+an —bn = (am+an) — (bm+bn) = a(m+n) —b(m+n) = (m+n)(a—>b).

Observamos que, en ambos casos, el resultado es el mismo.
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3. 3m —2n — 2nz* + 3ma* = (3m — 2n) + (3ma* — 2nz*)
= (3m — 2n) + 2*(3m — 2n)

= (3m —2n)(1 + 2*).
Organizando y agrupando los términos de otra forma:
3m —2n — 2nz* + 3maz* = (3m + 3mz?) — (2n + 2nz?)
= 3m(1 + 2%) — 2n(1 + 2%)
= (1+2%)(3m — 2n).
4. 3a —b* 4+ 2b*r — 6ax = (3a — b*) — (6ax — 2b°7)
= (3a — b*) — 22(3a — b?)
= (3a — b*)(1 — 2).
5. 2% —na? + 222% — nz? — 3ny® + 62y’ = (2x3 — nx2) + (2x22 — nz2) — (?my2 . 6a:y2) .
= 2% (22 —n) + 2* (22 —n) — 3y* (n — 27)
= 2% (22 —n) + 2° (22 —n) + 3y* (2 — n)

= (2z —n) (" + 2>+ 3y%) .
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Leccion 1

Factorizaciéon o descomposicién en factores 11

Caso 3: Trinomio cuadrado perfecto

En la clase de productos notables vimos que:

(a+b)?* =a*+2ab+b?

(a —b)* = a* — 2ab + b*.
Las expresiones a la derecha de las igualdades, conocidas como trinomios cuadrados
perfectos, so6lo difieren en el signo del término de la mitad. Asi, un trinomio cuadrado
perfecto es un trinomio que tiene las siguientes caracteristicas:

1. Dos de sus términos son cuadrados perfectos, con signo +, es decir, se pueden escribir
de la forma a? y b2

2. El otro término es igual a dos veces el producto de las expresiones a y b que aparecen
elevadas al cuadrado en 1., con signo + o —.
Sien 2., el signo es + el trinomio factoriza como (a + b)*, y si es — factoriza como (a — b)®.
Ejemplo 7.1

Factorizar:
1. 922 + 12z + 4.

2. 4a® + 12ab + 9b*.
3. 2522 — 70z + 49.
4. 22 — 2y + 92
5

. 922 — 48x + 64.
18 &1

6. a2 — — —.
a 5a—i—25

7. 2%y + 2zy + 1.
8. ar® — 8ax + 16a.
Solucion

1. 92% 4+ 12z + 4 es un trinomio cuadrado perfecto ya que 922 = (3z)°, 4 = 22 y 12z =
2(3z)(2). Por tanto,
97 + 122 + 4 = (3x + 2)°.
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2. Como 4a? = (2a)*, 9v? = (3b)* y 12ab = 2(2a)(3b) entonces 4a® + 12ab + 9b* es un
trinomio cuadrado perfecto y por tanto,

4a® + 12ab + 9b* = (2a + 3b)*.
3. 2522 — 70z + 49 es un trinomio cuadrado perfecto porque 2522 = (5z)°, 49 = 72 y

70z = 2(5x)(7). Luego,
252° — 70z + 49 = (5z — 7).

4. 2% — zy + 12 no es un trinomio cuadrado perfecto porque aunque 2% y y? son cuadrados
perfectos, se tiene que —2zy es diferente de —zy que es el término de la mitad. Entonces
no podemos aplicar este caso de factorizacion.

5. Como 9% = (3z)°, 64 = 8% y 48z = 2(3z)(8) entonces 922 — 48z + 64 es un trinomio
cuadrado perfecto. Por tanto,

92? — 487 + 64 = (3z — 8)”.

1 21
6. Como a® = (a) 5 (9> N —8a = 2(a) (g) entonces

’ 25
, 18 81 9\ >
a——a+—=\a—=] .
525 5

7. Como z%y* = (zy)*, 1 = 1% y 2zy = 2(xy)(1) entonces
22y 4 2zy + 1 = (vy + 1)2 :

8. ax? — 8ax + 16a es un trinomio cuyos términos tienen un factor comtin a. Entonces
ax2—8ax+16a:a(:v2—8$+16).

2

La expresion entre paréntesis es un trinomio cuadrado perfecto ya que x* es un cuadrado

perfecto, 16 = 4% y 8z = 2(x)(4). Luego

az’® — 8ax + 16a = a(x — 4)°.

Caso 4: Diferencia de cuadrados
De los productos notables sabemos que

(a+0b)(a—1b)=a*—b

La expresion a la derecha de la igualdad es una diferencia de cuadrados perfectos, por tanto,
si el polinomio a factorizar es de esta forma, debemos considerar esta igualdad de derecha a
izquierda para factorizarlo como

> —b*=(a+b)(a—10).
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Ejemplo 7.2

Factorizar:
1. 22 — 16.
9. 81y2 — 2512,
3. a® — 4b%.
4. 1622 — 2532,
5. % — 81.
1
6. a® — %5
Solucién
1. 22 =16 = (#)* — (4)* = (v +4) (x — 4). Por tanto,

2.

3.

4.

d.

6.

2?16 = (v +4)(z —4).

81y® — 2522 = (9y)* — (52)* = (9y + 5z) (9y — 5z). Por tanto,
81y* — 252% = (Yy + 5x) (9y — 57) .

a? — 4b* = a® — (2b)* = (a + 2b) (a — 2b). Por tanto,
a® — 4b* = (a + 2b) (a — 2b).

Como 1622 — 25y% = (4x)* — (5y)°, entonces

162? — 25y = (4x + 5y) (4z — 5y) .

Como z* — 81 = (22)° — 92 entonces
t—81=(2*+9) (z* - 9).

El segundo factor es de nuevo una diferencia de cuadrados perfectos y por lo tanto
se puede continuar con la factorizaciéon. Como 22 — 9 = 22 — 32 entonces 22 — 9 =
(x4 3) (x —3) y asi,

at =81 = (2" +9) (z+3)(z—3).

Nota : #? + 9 no es factorizable en la forma (x + a) (z + b) con a y b ntumeros reales,
es decir, 22 + 9 es primo en el conjunto de los reales.

Miés adelante veremos algunas sumas de dos cuadrados que si se pueden factorizar en
los reales.

1 1\?
a’® — % = a? — (5) . Por tanto,



36



Leccion &

Factorizacién o descomposicién en factores 111

Caso 5: Trinomio cuadrado perfecto por adicién y sustracciéon

En este caso veremos como factorizar algunos trinomios que no son trinomios cuadrados
perfectos pero que al sumarles una cantidad apropiada se convierten en trinomios cuadrados
perfectos.

Para que la expresion dada no varie, si sumamos una cantidad debemos restar la misma
cantidad. Esta debe ser un cuadrado perfecto para que al restarla nos resulte una diferencia
de cuadrados, que ya sabemos factorizar.

Ejemplo 8.1
Factorizar

. at+2a® +0.

—_

2. 4x* + 32%y% + 9yt

3. 1 — 126a%b* + 169a*b5.

4. ® — 45c¢* + 100.

5. 4 — 10822 + 121z*.

6. 28 + 4oty + 169°.
Solucién

1. Vemos que a* + 2a% + 9 no es un trinomio cuadrado perfecto porque a* = (a2)®, 9 = 32
v 2(a?)(3) = 6a® # 2a?.

Una manera de obtener un trinomio cuadrado perfecto es convirtiendo el segundo tér-
mino 2a® en 6a® y ello se logra sumandole 4a®. Para que el trinomio dado no varfe
debemos restar la misma cantidad 4a? que se sumo.

a* +2a*>+9
=a* +2a® 4+ 9 + 4a® — 4a? Sumamos y restamos 4a’
= (a4 +2a* +9+ 4a2) —4a*  Agrupamos los primeros 4 términos

= (a* + 6a* + 9) — 4a? Reducimos términos semejantes en el paréntesis
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= (a® +3)? — (2(1)2 Factorizamos el trinomio
= [(a* +3) +2a][(a®* + 3) —2a]  Factorizamos la diferencia de cuadrados
= (a® + 2a + 3)(a® — 2a + 3) Ordenamos cada factor respecto a la letra a.

2. Vemos que 4z* + 32%y% + 9y* no es un trinomio cuadrado perfecto porque 4z* = (2x2)2,
9yt = (3y*)" v 2(20?)(3y%) = 120%y? # 3u*y”.

Una manera de obtener un trinomio cuadrado perfecto es convirtiendo el segundo tér-
mino 32%y? en 122%y? y ello se logra sumandole 922y2. Para que el trinomio dado no
varfe debemos restar la misma cantidad 922y? que se sumo.

4a* + 32y + 9yt
= 42t + 32%y% + 9yt + 927y — 9%y? Sumamos y restamos 9x2y>
= (43:4 + 32%y? 4+ 9yt + 9x2y2) —922y®>  Agrupamos los primeros 4 términos

= (42 + 122%)2 + 9y*) — 92%y? Reducimos términos semejantes en
el paréntesis

= (227 + 3y*)% — (32y)? Factorizamos el trinomio
= [(22® + 3y?) + 3xy][(22® + 3y*) — 3wy] Factorizamos la diferencia de cuadrados

= (22° + 32y + 3y*)(22* — 3wy + 3y°) Ordenamos cada factor respecto a x.

Nota: Observemos en los ejemplos anteriores, que la factorizacion del trinomio dado
pudo hacerse, por este método, porque la cantidad que sumamos y restamos para
completar el trinomio cuadrado perfecto es un cuadrado perfecto y de esa manera
resultd al final una diferencia de cuadrados que hizo posible la factorizacion.

3. 1 —126ab* 4+ 169a*b® no es un trinomio cuadrado perfecto porque 1 = 12, 169a*b® =
(13a26%)® v 2(1)(13a%b*) = 26a2b* £ 126a%b*.

En este caso una manera de obtener un trinomio cuadrado perfecto es convirtiendo el
segundo término —126a%b* en —26a2b* y ello se logra sumando 100a?b*.

1-126a%b* + 169a"'b®
=1 — 126a*b" + 169ab® + 100a*b* — 100¢?b*  Sumamos y restamos100a?b*

(1 — 126a%b* + 169a*b® + 100a*b*) — 100a®b* Agrupamos los primeros 4 términos

= (1 — 26a*b* + 169a*b®) — 100ab* Reducimos términos semejantes
en el paréntesis
= (1-13a%b")* — (10@()2)2 Factorizamos el trinomio

= [(1 — 13a®b") + 10ab?][(1 — 13a®b*) — 10ab®]  Factorizamos la diferencia
de cuadrados
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= (14 10ab® — 13a®b*)(1 — 10ab® — 13a%b*)  Ordenamos cada factor respecto
a la letra a.

Nota: En lugar de sumar y restar una cantidad apropiada para obtener un trinomio
cuadrado perfecto, podemos también descomponer el segundo término en dos can-
tidades o términos donde uno de ellos es el que se requiere para tener el trinomio
cuadrado perfecto. Usemos esta técnica en los dos ejemplos siguientes.

. Observamos que ¢® — 45¢* + 100 no es un trinomio cuadrado perfecto porque

& = (¢M)?, 100 = (10)* y 2(c*)(10) = 20¢* # 45¢*.

Se tiene un trinomio cuadrado perfecto si el segundo término es —20c* y una manera
de obtenerlo es descomponiendo —45¢* como —20c¢* — 25¢*.

& — 45¢* + 100

=3 —20c¢* — 25¢ 4+ 100 Descomponemos — 45¢*
=(c®— 2004 +100) — 25¢* Reorganizamos y agrupamos términos
= (04 ( )2 Factorizamos el trinomio
=[(c* - 10) +5c%)[(c* — 10) — 5% Factorizamos la diferencia de cuadrados
= (c* +5¢* = 10)(c* — 5¢* — 10) Ordenamos cada factor respecto
a la letra c.

. Vemos que 4 — 10822 + 1212* no es un trinomio cuadrado perfecto porque 4 = 22,
12124 = (1122)% y 2(2)(1122) = 4422 # 10822

Una manera de obtener un trinomio cuadrado perfecto es descomponiendo —108z2
como —44x? — 6422.

4 —108z2 + 121"

=4 — 442° — 642° + 1212* Descomponemos — 108z
=(4— 4422 4+ 12124 ) — 642> Reorganizamos y agrupamos términos
= (2 —112%)?2 — (8x)2 Factorizamos el trinomio

=[(2— 111’2) + 8z][(2 — 11x2) — 8z] Factorizamos la diferencia de cuadrados
= (248 — 112%)(2 — 8z — 1127) Ordenamos cada factor respecto

a la letra x.

. 28+ 4z*y* + 16y® no es un trinomio cuadrado perfecto porque z8 = (z4)?, 16® = (4y*)”
y 2(x*)(4y") = 8a'y* # datyt

En este caso una manera de obtener un trinomio cuadrado perfecto es convirtiendo el
segundo término 4z*y* en 82%y* y ello se logra sumando 4x%y*
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28 4+ dztyt + 1648

= 2% + 4oyt + 16y° + 4oyt — daty? Sumamos y restamos 4zty?
= (2® + 4oty + 169° + 4aty?) — da'y? Agrupamos los primeros 4 términos
= (2® + 82ty* + 169°) — 4aty* Reducimos términos semejantes
(x + 4y ( )2 Factorizamos el trinomio
= [(z* + 4y*) + 2223 [(z* + 4y*) — 22%y?] Factorizamos la diferencia de cuadrados

= (2* + 22%% + 4" (2 — 22%% + 4y*) Ordenamos cada factor respecto

a la letra x.

Caso 6: Factorizacion de una suma de dos cuadrados
Existen algunas sumas de dos cuadrados que sumandoles y restandoles una misma cantidad,
pueden llevarse al caso anterior y factorizarse.
Ejemplo 8.2
Factorizar:
1. 4a® + 98
2. 64+ a'?
3. 1+ 4nt.
Solucién

1. Como 4z® + y® = (22%)% + (y*)?, para completar un trinomio cuadrado perfecto le
sumamos un término igual a 2(2z%)(y?) = 4z'y*, y para que el polinomio dado no varie
restamos ese mismo término. Haciendo esto estamos en el caso anterior y procedemos
de igual forma:

42® + o
= 42 + o8 + 42ty — 42yt Sumamos y restamos 4y
= (42% + da'y* + o®) — daty? Agrupamos y ordenamos los
primeros 3 términos
= (22* +y*)? — (2$2y2)2 Factorizamos el trinomio

= [(22" + y*) + 20%°][(22" + y*) — 22%y?] Factorizamos la diferencia de cuadrados

= (22" + 22%y* + y*) (22" — 2279 + ) Ordenamos cada factor respecto
a la letrax.
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2. Como 64+a'? = (8)%+(a®)?, para completar un trinomio cuadrado perfecto le sumamos
un término igual a 2(8)(a®) = 16a°:

64 + a'?

64 + a'? + 16a°® — 16a°
(64 + 16a° + a'?) — 16a°

(8 + a®)? — (4a?)?
[(8 + a®) + 4a®][(8 + a®) — 4a”]
(8 +4a® + a%)(8 — 4a® + a°)

Sumamos y restamos 16a°

Agrupamos y ordenamos los
primeros 3 términos
Factorizamos el trinomio

Factorizamos la diferencia de cuadrados

Ordenamos cada factor respecto
a la letra a.

3. Como 1+ 4n* = 12 + (2n?)?, suméandole el término 2(1)(2n?) = 4n? se obtiene un
trinomio cuadrado perfecto:

1+ 4n*

1+ 4n* 4 4n? — 4n?
(1 +4n? + 4n*) — 4n?

(1+2n?)? — (2n)?
(14 2n?) + 2n][(1 + 2n?) — 2n]
(1+2n+ 2n?)(1 — 2n + 2n?)

41

Sumamos y restamos 4n?

Agrupamos y ordenamos los
primeros 3 términos
Factorizamos el trinomio

Factorizamos la diferencia de cuadrados

Ordenamos cada factor respecto
a la letra n.
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Leccion 9

Factorizacién o descomposiciéon en factores IV

Caso 7: Trinomios de la forma z2 + bx + ¢

De los productos notables sabemos que

(z+p)(z+q) =2>+ (p+ gz + pq.

El lado derecho de esta igualdad es un polinomio de la forma 2% + bz + ¢, con b = p + ¢
y ¢ = pq. Por tanto, si queremos expresar un polinomio de la forma 2% + bz + ¢ como el
producto de dos factores = + p y « + ¢, debemos encontrar p y ¢ tales que su producto sea c,
es decir ¢ = pg, y su suma sea b, o sea p+ q = b.

Ejemplo 9.1

Expresar los siguientes polinomios como producto de dos factores de grado 1:
1. 2% + 10x + 21.

2. ¢ — 9c + 20.

3.y — 4y + 3.

4. 28 +a® — 1la.

5. 36 + bz — 2.

6. (3z+2)> +8(3x+2) +12.
Solucién

1. Veamos si el polinomio z2 4+ 10z + 21 se puede expresar de la forma (z + p)(x + ¢), o
sea, si hay dos niimeros p y ¢ tales que pg =21 y p+ ¢ = 10.

Las formas de expresar 21 como el producto de dos enteros son: (21)(1), (—21)(—1),
(7)(3) y (=7)(—3). Ahora como 21 +1# 10, =21 —-1#10,7+3 =10y —7—3 # 10,
entonces los tinicos niimeros que cumplen la condiciéon son 7 y 3. Por tanto escribimos
el polinomio dado como producto de dos factores asi:

2?2 +10x+21 = (2 +7) (z + 3).

2. Las formas de expresar 20 como el producto de dos enteros son: (20)(1), (—20)(—1),
(10)(2), (—=10)(=2), (5)(4) y (—5)(—4). Ahora como 20 + 1 # —9, —20 — 1 # -9,
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1042+# -9, —-10—2# -9, 5+4# -9y —5 —4 = —9, entonces los tnicos nimeros
que cumplen la condiciéon son —5 y —4. Por tanto

—=9c+20=(c—5)(c—4).

. Las formas de expresar 3 como el producto de dos enteros son: (3)(1) y (—3)(—1).
Como 3+ 1 # —4y —3—1 = —4, los tinicos numeros que cumplen la condicién son —3
y —1. Entonces

v -y +3=(y—-3)(y—1).

. Aunque el polinomio 28 + a* — 11a aparentemente no es de la forma 2% + bz + ¢, si lo
organizamos adecuadamente tenemos:

28 +a? —1la = a® — 11a + 28.

Las formas de expresar 28 como el producto de dos enteros son: (28)(1), (—28)(—1),
(14)(2), (—14)(=2), (T)(4) ¥ (=7)(=4). Ahora como 28 +1 # —11, —28 — 1 # —11,
1442 +# —-11, =14 -2 # —11, 744 # —11 y —7 —4 = —11, entonces los tnicos
numeros que cumplen la condicién son —7 y —4. Por tanto

28+a>—1la=a>—11a+28=(a—7)(a—4).

. Organizamos el trinomio en la forma —a? + 5z + 36.

Como el coeficiente de 22 es —1, sacamos factor comtn —1 y asi:

—2” + 524 36 = — (2 — bz — 36) .

Factoricemos la expresion 22 —5x — 36 que esté entre paréntesis: Las formas de expresar
—36 como el producto de dos enteros son: (36)(—1), (—36)(1), (18)(—2), (—18)(2),
(12)(=3), (—=12)(3), (9)(—4), (=9)(4) y (6)(—6). Ahora como 36 —1 # —5, =36+ 1 #
5,18 =2 +# =5, —18+2# —5,12—3 # =5, —124+3# —5,9—-4# -5, —94+4 = -5
y 6 — 6 # —5, entonces los tnicos niimeros que cumplen la condicién son —9 y 4 y asi
2?2 —5r — 36 = (r —9)(r +4). Luego,

36+5r—a°=—(2"-52-36)=—(z—-9)(z+4)=9—x)(z+4).
. Por qué?
C(Br+2)7+8(3x +2) + 12,

La expresion dada tiene la forma ((0)*+8 () +12, donde O representa a 3z+2. Ahora,
como

(O)? +8(0) + 12 = ((O) 4+ 6) (O) +2)

entonces

(Bx+2)+80Bx+2)+12= (3¢ +2) +6) ((3x+2) +2) = (3 +8) (3x +4).
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Caso 8: Trinomios de la forma ax? + bz 4+ c con a # 1

Como
(pz + 1) (qv + s) = pgz® + (ps + rq) T + s,

vemos que el lado derecho de esta igualdad es un polinomio de la forma az? + bx + ¢ con
a=pq, b=ps+rqyc=rs.

Luego, para factorizar un trinomio ax® + bz + ¢ en la forma (pz +7) (¢x + s), debemos
encontrar p, ¢, 7y s talesque pg=a, ps+rq=>by rs=c.

Ejemplo 9.2

En cada numeral, factorizar el polinomio dado.
1. 1822 — 13z — 5.

2. 6y + 11y — 21.
3. 202 + Tz — 6.
4. 122%y* + zy — 20.

5. 622 — 11dx — 10d2.
Solucién

1. En este caso a =18, b = —13 y ¢ = —5. Debemos encontrar p, ¢, r y s tales que
a=18=pq , c=-5=rs y b=-13=ps+rq.

Las formas de expresar a = 18 como producto de dos enteros son: (18)1, (—18)(—1),
2(9), (—=2)(—9), 6(3) y (—=6)(—3). Similarmente, las formas de expresar ¢ = —5 como
producto de dos enteros son: (5)(—1) y (—1)5.

Para visualizar mas facilmente las parejas de factores que necesitamos, es ttil construir
una tabla como la siguiente:

a P q c r S
18 18 115 o5 —1
—18 | —1 —1 )
2 9 5| —1
-2 -9 1|-5
6 3 -5 1

—6 | =3

Como b = —13 = 18(—1) + 5(1) entonces p =18, ¢ =1, r =5y s = —1 cumplen las
condiciones requeridas. Por tanto,

1822 — 13z — 5 = (18x + 5)(x — 1).
2. Para este caso a =6, b =11 y ¢ = —21 y la tabla correspondiente es la siguiente:
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al| p q c r 5
6 6 1] -21 21| —1
—6 | —1 —1 21

3 2 —21 1

-3 | -2 1| -21

7T —3

-3 7

-7 3

3| —7

Como 11 =6(3) + (=7) 1, entonces p =6, g =1, r= -7y s =3, y asi:

6y* + 11y — 21 = (6y —7) (y +3) .

. La tabla de los ejemplos anteriores se puede obviar ya que con un poco de préctica los
valores apropiados de p, ¢, r y s se pueden encontrar por tanteo.

Por tanteo encontramos que los factores 5 y 4 de 20, y —2 y 3 de —6 cumplen que
7 =5(3) + 4(—2), el cual es el coeficiente del término en z. Luego,

202% + Tz — 6 = (5w — 2) (42 + 3).

. Vemos el polinomio dado como 12 (zy)* 4 1 (zy) — 20.

Tomamos 4 y 3 como factores de 12 y —5 y 4 como factores de —20, y como el coeficiente
del término en xy es 1 = 4(4) + 3(—5) entonces,

122%y* + vy — 20 = (4oy — 5)(3zy + 4).

. Veamos el polinomio dado en la forma az? + bz +c con a = 6, b = —11d y ¢ = —10d?,
y busquemos p, g, r v s tales que

a=6=pg , c=—-10d>=rs y b= —11ld=ps+rq.

Las formas de expresar a = 6 como producto de dos enteros son 6(1), (—6)(—1), 2(3)
v (=2)(—3). Ahora, de las formas de expresar a ¢ = —10d? como producto de dos
factores s6lo nos interesan las siguientes:

(~10d)(1d) , (10d)(~1d) , (-2d)(5d) v (2d)(~5d).
Observemos que estas son las formas de expresar —10 como producto de dos factores,
pero multiplicando cada uno de los factores por d.

Escogemos como factores de 6 a 3 y 2, y como factores de —10 a 2 y —5, y puesto que
—11 =3(—5) +2(2) entonces p =3, ¢ =2, r = 2d y s = —5d cumplen las condiciones.
Asi que

62> — 11dz — 10d* = (37 + 2d) (27 — 5d) .
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Observamos que el polinomio 622 — 11dx — 10d? también lo podemos escribir como
— (10d* + 11dx — 62?%)

Factorizamos la expresion 10d? 4 11dx — 62% entre paréntesis:
10d* + 11dx — 62* = (5d — 2x) (2d + 37) .

Luego,
622 — 11dx — 10d> = —10d* — 11dx + 622

= —(10d* + 11dz — 62?)
= —(bd —2x) (2d + 32)
= (22 —5d)(2d + 3z).
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Leccion 10

Factorizaciéon o descomposicién en factores V

Caso 9: Cubo perfecto de binomios

En la clase de productos notables se vieron los siguientes casos:

(a+0)* = d® + 3a%b + 3ab® + b
(a —b)® = a® — 3a2b + 3ab® — b°.
El lado derecho de estas igualdades se conoce como cubo perfecto de binomios o simple-

mente cubo de binomios.

Para que un polinomio ordenado en forma descendente respecto a una letra a sea el cubo de
un binomio a + b, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. Que tenga cuatro términos, todos con signo positivo.

2. Que el primero y tltimo términos sean cubos perfectos, siendo estos a® y b® respectiva-
mente.
3. Que el segundo término sea 3a®b y que el tercer término sea 3ab?.
Es decir, si se cumplen estas condiciones el polinomio se factoriza como (a + b)”.

De igual forma se deben cumplir condiciones similares a las anteriores para que un polinomio
se factorice como el cubo de un binomio a — b.

Ejemplo 10.1

1. Dado el polinomio 8xz3 + 122% + 62 + 1, determinar si cumple las condiciones para ser
el cubo de un binomio.

2. Ver si el polinomio a® — 6a* + 124> — 8 es el cubo de un binomio.
3. Factorizar, si es posible, el polinomio 1 + 12a + 48a® + 64a3.
5oy m? P

4. Factori —_—t+ —= + =+ .
actorizar 8+ 1 + 6 +27

Solucién
1. El polinomio tiene cuatro términos, todos con signo positivo.

8% es un cubo perfecto: 8z3 = (2z)°.
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1 es un cubo perfecto: 1 = 13,

3(2x)” (1) = 1222 es el segundo término.

3(2x) (1)® = 6z es el tercer término.

Se cumplen las condiciones: el polinomio dado es el cubo de 2z + 1, es decir,

82° + 1222 + 6z 4+ 1= (204 1)%.

2. El polinomio tiene cuatro términos, con signos alternadamente positivos y negativos.

3
a® es un cubo perfecto: a® = (a?)”.

8 es un cubo perfecto: 8 = 23.

—3(a2)?(2) = —6a* es el segundo término.

3(a?) (2)? = 1242 es el tercer término.

Luego, el polinomio dado es el cubo del binomio a? — 2, es decir,

a® — 6a* + 124> — 8 = (a® - 2)°

3. Para saber si es factorizable como el cubo de un binomio, veamos si se cumplen las
condiciones para ello: son cuatro términos todos con signo positivo, 1 = 13, 64a® =
(4a)?, 3(1)* (4a) = 12a es el segundo término y 3 (1) (4a)” = 4842 es el tercer término.
Por tanto, el polinomio representa el cubo del binomio 1 + 4a, es decir,

1+ 12a 4 484a° + 64a® = (1 + 4a)® .

Nyt g3 T\2 [y
4. Son cuatro términos tod i tivo. 5 = (5) 5= (5) 3(3) (5) -
zn cuatro términos todos con signo positivo 2 3 2 5 o 3 5 3
% que es el segundo término y 3 (g) <g> = % que es el tercer término. Luego,

el polinomio dado es el cubo del binomio g + 3’ es decir,

2 3 3
Yy y_:@ Q)
6 —1—27 + .

* 2 3

%y
4

Caso 10: Suma o diferencia de cubos perfectos

Dos productos, que pueden considerarse como productos notables, son:
(a+0b)(a®—ab+b*) =a®+ b’
(a—1b) (a® +ab+b*) = a® —b°.
Estas igualdades, escritas como
a® +b° = (a+b) (a® — ab+ b?)
a® = b’ = (a—0b) (a® + ab+b?)

proporcionan factorizaciones para una suma o una diferencia de cubos.
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Ejemplo 10.2

Factorizar el polinomio dado.

1. a®—8.
2. 8x3 + 125.
3. 27Tm? + 64n°.
PR
125 8
Solucién:
1. a>-8=a*—2° Diferencia de cubos
= (a —2) (a2 + 2a + 4) Factorizamos la diferencia de cubos.
Luego,
a’—8=(a—2)(a®+2a+4).
2. 82° +125 = (2x)3 + 5° Suma de cubos
= (2x +5) ((21’)2 — (22)5 + 52) Factorizamos la suma de cubos.
= (22 + 5) (42® — 10z + 25) .
Luego,
82 4125 = (2x + 5) (4a® — 10z + 25) .
3. 27m® + 64n° = (3m)® + (4n3)3 Suma de cubos
3 2 3 312 Factorizamos la
= (3m+4n®) ((3m)* — (3m)(4n®) + (4n°)?) cuma de cubos
= (3m + 4n3) (9m2 — 12mn® + 16n6) .
Luego,
27m® 4 64n° = (3m + 4n3) (9m2 — 12mn® + 16n6) .
6 3 2\ 3 3
4. %5 — % = (%) — (%) Diferencia de cubos
- I_Q Yy l’_Q ? n $_2 <g) n <g>2 Factorizamos la
S5 2 3 ) 2 2 diferencia de cubos
72 4 2 2
(o2 Y
5 2 25 10 4
Luego,
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Leccion 11

Divisién sintética, teorema del residuo y teorema del
factor

Divisién sintética

La Regla de Rufini, mas conocida como Divisién Sintética, es una forma simplificada o
abreviada del procedimiento para dividir polinomios, cuando el divisor es de la forma x — a,
donde a es un ntmero.

Consideremos, como ejemplo, la division

2t —at 4+ 202+ 50— 6+ — 3.

Realicemos primero la division en la forma usual (division larga):

20— 4222 45z —6 ] r—3
—2z%  +623 223 + 5x% 4+ 17z + 56
5 4222 +hx —6
—5x 41522
1722 +5x —6
—172%> 451z
56z —6
—56x +168
162

El cociente es 22 + 522 + 17z + 56 y el residuo es 162.
A continuaciéon explicamos paso a paso la division sintética para el ejemplo anterior:

e Del dividendo soélo se escriben los coeficientes y en la casilla del divisor x — a se escribe
solamente el nimero a, que en el ejemplo es 3:

2 -1 2 5 —6 3

e Se deja un espacio debajo del renglon anterior (para un segundo renglén) y se traza
un segmento de recta horizontal. Se inicia el proceso de division bajando el primer
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coeficiente, 2, al tercer renglon ubicado debajo del segmento trazado (notemos que 2 es
el primer coeficiente del cociente):

e El coeficiente bajado, 2, se multiplica por a, que en nuestro caso es 3, y el resultado,
6, se escribe en el segundo rengléon debajo del segundo coeficiente del dividendo, que es
—1. Se hace la suma —1 + 6 y el resultado, 5, se escribe en el tercer renglon:

e Se repite con 5 lo que acabamos de hacer con el primer coeficiente 2: se multiplica 5
por a (que es 3), se coloca el resultado, 15, en el segundo renglon debajo del tercer
coeficiente y se suma verticalmente:

2 -1 2 5 —6 3

6 15
2 5 17

e Se continta este proceso de multiplicar y sumar hasta que se use el dltimo coeficiente:

2 -1 2 5 -6 3

6 15 51 168
2 5 17 56 162

e Se interpreta el tercer renglén: Los ntmeros de izquierda a derecha, sin incluir el
ultimo, son los coeficientes del cociente, correspondientes a potencias decrecientes de
x, teniendo presente que el cociente es de grado una unidad menor que el grado del
dividendo. El ultimo ntimero de dicho rengléon es el residuo.

El cociente es 22 + 522 + 17z + 56 y el residuo es 162.
Observacion:

Al escribir los coeficientes del dividendo debemos tener cuidado que él esté ordenado en
potencias decrecientes de la variable. Si faltan algunas de estas potencias, por cada una que
falte se coloca 0 como coeficiente en el lugar correspondiente.

Ejemplo 11.1

Usando la divisién sintética, dividir 22* + 32% — 22 — 1 entre x — 2.
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Solucion

Como en el dividendo falta el término en x escribimos 0 como coeficiente en el lugar corre-
spondiente al coeficiente de x.

2 3 -1 0 —1&
4 14 26 52
2 7 13 26 51

Del tercer renglén vemos que el cociente es 223 + 722 + 13z + 26 y el residuo es 51, es
decir,

20t + 303 — 22— 1 51
T ST o — 9% + 722 + 132 + 26 + .
x — 2 x— 2

Teorema del residuo

En el ejemplo anterior, ;qué valor se obtiene si en el dividendo reemplazamos x por 27

Veamos: Segun el resultado de la division tenemos que

201 4 32% —2® — 1 = (22° + 72 + 132 + 26) (z — 2) + 51.

Por tanto, la respuesta a la pregunta planteada claramente es: “Si en el dividendo se reemplaza
x por 2, se obtiene como resultado 51, que es el residuo”.

Este hecho, que se cumple siempre, se conoce como Teorema del Residuo , cuyo enunciado
es:

El residuo de dividir un polinomio en x entre x — a se obtiene
reemplazando en el polinomio la variable x por a.

Notese que aplicando este teorema podemos hallar el residuo sin efectuar la division.

Ejemplo 11.2

Empleando el teorema del residuo, hallar el residuo que se obtiene en cada una de las divi-
siones siguientes:

1. 223 — 62>+ —5+~x — 2.
2. 22+ 222—x—2=+x+ 1.
Solucion

1. Aplicando el teorema del residuo tenemos que el residuo de la division se obtiene reem-
plazando x por 2 en el dividendo. Asi, el residuo es:

2(2)> —6(2)* +2-5=2(8)—6(4) —3=16—24 — 3 = —11.
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Comprobamos este resultado usando division sintética:

2 6 1 -5|2
+4 -4 -6
2 -2 -3 -11

En efecto, el residuo es —11.

2. El teorema del residuo se aplica cuando el divisor es de la forma x — a, por lo que en
este caso debemos escribir  + 1 como = — (—1). Por tanto, para calcular el residuo
reemplazamos x por —1 en el dividendo, asi:

(=13 +2(—1)? = (=1)—=2=—-14+2+1-2=0.

Entonces, el residuo de dividir 2 + 22?2 — 2 — 2 entre  + 1 es 0. Comprobémoslo
utilizando divisién sintética:
1 2 -1 —-2|-1
-1 -1 2
1 1 -2 0

En efecto, el residuo de la division es 0.
Observacion:
3 2 (a2
2?4207 —r—-2=(2"+2-2)(x+1).

Observamos aqui que x + 1 es factor de 22 + 222 — 2 — 2.

Ejemplo 11.3

Emplear el teorema del residuo para determinar si  — 1 es un factor del polinomio 3 + 222 —
r — 2.

Solucién
B2t —r—2

x — 1 es un factor del polinomio 23 + 22% — x — 2 si la divisién :
x _—

es exacta,

es decir, si el residuo de esta division es 0.

Aplicando el teorema del residuo, tenemos que dicho residuo es el resultado de reemplazar x
por 1 en el dividendo:

(14212 -1-2=1+2-1-2=0.

Como se obtuvo residuo 0, entonces x — 1 sf es un factor de z3 + 222 — x — 2.

Teorema del factor

Consideremos una division p + (x — a), con p un polinomio en z y ¢ un ntmero.

Segtn el teorema del residuo, tenemos que
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El resultado de sustituir x por a en el polinomio p, es el residuo de la division.
También sabemos que
Si el residuo de la division es 0, entonces x — a es un factor del polinomio p.

Combinando los dos hechos anteriores se obtiene el siguiente resultado, conocido como Teo-
rema del Factor:

Si al sustituir z por a en un polinomio en x, se obtiene 0,
entonces = — a es un factor del polinomio.

Observacion:

También es cierto el siguiente resultado:

Si al sustituir  por a en un polinomio en z, el resultado es
diferente de 0, entonces x — a no es un factor del polinomio.

Ejemplo 11.4

Utilizar el teorema del factor para determinar cuéles de los binomios dados en los numerales
siguientes, son factores del polinomio * + z* — 522 + 2 — 6.

1. -2
2. v+ 1.
3. x+ 3.
Solucién
1. Sustituimos x por 2 en el polinomio dado:
20 +2° —5(2°) +2-6=16+8—-20+2—6=0.
Luego, segun el teorema del factor, x — 2 es un factor del polinomio.
2. Como = + 1 = x — (—1), sustituimos = por —1 en el polinomio dado:
(—D*+ (=1 =5(=1)?+(-1)—=6=1-1-5—-1—-6=—12.
Como —12 # 0 entonces = + 1 no es factor del polinomio (ver la tltima observacion).
3. Como = + 3 = x — (—3), sustituimos = por —3 en el polinomio dado:
(=3)'+(=3)° = 5(=3)>+(-3) —6=81—27—45 -3 —6=0.
Luego, x + 3 es factor del polinomio.
Nota: Como =z — 2 y = + 3 son factores del polinomio, podemos afirmar que
et 4+ 5 +r—6=(z—2)(xr+3)g

donde ¢ es un cierto polinomio. ;Cémo hallar ¢?
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Puede verse que ¢ = 22 + 1, con lo cual se tiene la siguiente factorizacion:

ot + 2 =5+ r—6= (v —2)(z+3)(z* +1).

Uno de los usos del teorema del factor es para factorizar polinomios.

Ahora, para emplear dicho teorema necesitamos numeros tales que al sustituir la variable por
ellos, se obtenga 0.

En relacion con lo anterior se tiene el siguiente resultado:

En un polinomio con coeficientes enteros y con 1 como coeficiente del término de mayor grado,
solamente los factores del término independiente pueden ser los niimeros que al sustituir la
variable por ellos, se obtenga 0.

Se llama término independiente en un polinomio en una variable, al término que no tiene
la variable. Asi, en el polinomio z3 + 222 — x — 2, el término independiente es —2.

Para factorizar un polinomio del tipo descrito en el resultado anterior, utilizando el teorema
del factor, hacemos lo siguiente:

a) Encontramos los factores del término independiente.

b) Reemplazamos en el polinomio dado la variable x por un factor a del término indepen-
diente. Si el resultado es diferente de 0, entonces x — a no es un factor del polinomio.

c¢) Continuamos con los siguientes factores del término independiente hasta encontrar uno
para el cual el resultado sea 0. Si b es ese factor, entonces x — b es un factor del
polinomio dado.

d) Dividimos el polinomio entre z — b utilizando division sintética.

e) Escribimos el polinomio como el producto de x — b por el polinomio cociente obtenido

en d).

f) Repetimos los pasos anteriores con el polinomio cociente para ver si es posible factor-
izarlo por este método.

g) Se termina el proceso cuando el polinomio cociente obtenido en d) sea de grado 1 o
ninguno de los factores de su término independiente lo anule.

Ejemplo 11.5

Factorizar, usando el teorema del factor, el polinomio

A —923 —22 42 —6.

Solucion

El coeficiente del término de mayor grado es 1 y el término independiente es —6.
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Los factores del término independiente —6 son £1, £2, £3 y +6.

Reemplazamos en el polinomio dado la variable z por cada factor del término independiente
hasta obtener uno para el cual el resultado sea cero:

Siz=1 (1)'—=2(1)°-(1)>—4(1) —6 = —12 # 0, entonces z — 1 no es factor de
24— 223 — 2% —42—6.

Siz=—1,(-1)"=2(=1)° = (=1)> =4(=1) =6 =0, luego z — (—1) = z + 1 es factor
de 2* —22% — 22 — 42 — 6.

Dividimos z* — 223 — 22 — 4z — 6 entre z + 1, usando division sintética:
1 -2 -1 -4 —-6|-1
-1 3 =2 6
1 -3 2 —6 0

Luego,

=220 -2 -4 —6=(2"-32422-6) (2 +1).
Repitamos el proceso anterior con el cociente 2% — 322 + 2z — 6.
Los factores del término independiente —6 son +1, +2, +£3 y +6.

1 no anula a z* — 322 + 2z — 6, ya que no anula a z* — 223 — 22 — 42 — 6.

Reemplazamos los otros factores de —6 en 2z® — 322 + 22 — 6 hasta obtener uno que lo
anule:

Siz=—1,(=1)=3(=1)*>+2(—=1)—6 = —12 # 0, entonces z + 1 no es factor de
23— 322+ 22 —6.

Si z = 2, tenemos (2)° — 3(2)* +2(2) — 6 = —6 # 0, luego, z — 2 no es factor.

Si z = —2, tenemos (—2)® — 3(—2)° +2(—2) — 6 = —30 # 0, luego, z + 2 no es factor.

Si z = 3, tenemos (3)° —3(3)*+2(3)—6 = 0, luego, z— 3 es factor de 23 — 322+ 2z —6.
Dividimos 23 — 322 4+ 2z — 6 entre z — 3.

1

_G\i
6

0

-3 2

3 0

1 0 2
Entonces 2% — 322 +22 — 6 = (2% + 2) (2 — 3).

El término independiente del nuevo cociente z? + 2 es 2, y los factores de 2 son +1 y +2.
Como ninguno de éstos anula a 2% + 2, entonces 2%+ 2 no es factorizable en los enteros.

Se obtiene asi la siguiente factorizacion en los enteros del polinomio dado:

=22 =24 —6=(2"-32422-6) (2 +1) = (2°+2) (= 3) (2 + 1).

Nota: z? + 2 # 0 para cualquier valor de z en los reales; 22 + 2 no es factorizable en los
reales.
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Leccion 12

Ecuaciones de primer grado o ecuaciones lineales

Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones algebraicas con una o varias letras, en
la que al sustituir las letras por ntmeros no siempre se obtiene un enunciado verdadero.
Las letras son llamadas variables o incégnitas de la ecuacion.

Una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que hay letras y al sustituir las letras
por nimeros se obtiene siempre un enunciado verdadero se llama una identidad.

Las expresiones separadas por el signo de igualdad, ya sea en una ecuacién o en una identidad,
se llaman miembros; el que esta a la izquierda del signo de igualdad se llama primer
miembro y el que estd a la derecha segundo miembro.

Ejemplo 12.1

1. La igualdad 4z + 2 = 3z — 1 es una ecuacioén porque en ella aparece una letra, z, y
ademés al sustituir, por ejemplo, x por 1 se obtiene 6 = 2 que es un enunciado falso.
Observe que al sustituir, por ejemplo, = por —3 se obtiene —10 = —10 que es un
enunciado verdadero.

El primer miembro de la ecuacion es 4z + 2 y el segundo es 3z — 1.

2. Similarmente, la igualdad 22 + 3y =  — y + 4 es una ecuacién con primer miembro
22 + 3y y segundo z — y + 4. Observe que sustituyendo x por 1 y y por 2 se obtiene
el enunciado falso 7 = 3, mientras que sustituyendo = por 0 y y por 1 se obtiene el
enunciado verdadero 3 = 3.

3. Laigualdad (z + 1)2 = 224 22 + 1 es una identidad porque al sustituir = por cualquier
nimero se obtiene un enunciado verdadero. En general, los productos notables que
hemos visto son identidades.

Centraremos la atencién en ecuaciones con una sola variable y tales que cada uno de sus
miembros es un polinomio en esa variable. Ecuaciones de este tipo se llaman ecuaciones
polinémicas en una variable.

El grado de una ecuacion polindémica en una variable, es el mayor exponente que tiene la
variable en la ecuacion.

Ejemplo 12.2

1. 4xr + 2 = 32z — 1 es una ecuaciéon polinémica en la variable x de grado 1 o de primer
grado.
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2. Ty* — 5y? — 2 = 0 es una ecuacién polinémica en la variable y, de grado 4.

Dada una ecuacién en una variable x, si al sustituir £ por un ntimero se obtiene un enunciado
verdadero, se dice que el niimero es una solucién o raiz de la ecuacién. También diremos
que dicho numero verifica o satisface la ecuacion.

Ejemplo 12.3

1. En la ecuacién z + 5 = 0 si sustituimos x por —5 obtenemos —5+5 =006 0 = 0 que
es un enunciado verdadero. Luego, —5 es una soluciéon o raiz de la ecuacion.

Si en la misma ecuacién reemplazamos x por 2 obtenemos 2+5=06 7 = 0 que es un
enunciado falso. Luego, 2 no es una solucion de la ecuacion.

Observe que —5 es el iinico nimero que satisface la ecuaciéon. Para cualquier otro valor
que se le asigne a la variable x se obtiene un enunciado falso. Esto es, la tinica solucion

de la ecuacion 4+ 5 =0 es z = —5.
2. En la ecuacion x* —2 = z si sutituimos x por —1 obtenemos (—1)>-2=-16 -1 = —1
que es un enunciado verdadero. Luego, x = —1 es una solucién de la ecuacion.

Si en la misma ecuacioén sustituimos x por 1 obtenemos 12 =2 =16 —1 = 1 que es un
enunciado falso. Luego, x = 1 no es soluciéon de la ecuacion.

JExistiran mas valores de x que satisfagan esta ecuacion?

3. La ecuacion = + 5 = x — 2 no tiene solucion en el conjunto de los niimeros reales, es
decir, ningtin ntimero real la satisface. De manera similar, la ecuacién 22 + 3 = 0 no
tienen solucién en el conjunto de los niimeros reales.

., Coémo encontrar las soluciones de una ecuacién?
Resolver una ecuacion es hallar todas sus soluciones. Dos ecuaciones que tienen las mismas
soluciones se dicen equivalentes.

El procedimiento para resolver una ecuacioén consiste en producir, partiendo de ella, una serie
de ecuaciones equivalentes més simples hasta obtener una que se pueda resolver facilmente.
Para ésto usamos las siguientes propiedades:

a) Si sumamos o restamos un mismo término a ambos miembros de una ecuacién, la
igualdad no se altera.

b) Si multiplicamos o dividimos ambos miembros de una ecuacién por un mismo nimero,
diferente de cero, la igualdad se conserva.

Ejemplo 12.4

Resolver la ecuaciéon 6x — 7 = 2z + 1.
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Solucion

6r —7 = 2x+1 Ecuacion dada
6r—7+7 = 2x-+14+7 Sumamos 7 a cada miembro de la ecuacion
6r = 2x+8
6r —2x = 2x+8—2x Restamos 22 a cada miembro de la ecuacién
4r = 8
4
Ix = 2 Dividimos ambos lados entre 4
r = 2.

Esta dltima ecuacion y todas las obtenidas en este procedimiento son ecuaciones equivalentes
a la ecuacion dada. Luego, z = 2 es la tnica solucién de la ecuacion original.

En la practica sumar o restar un mismo término a ambos miembros de una ecuacién equivale
a trasladar el término de un miembro al otro cambiéndole el signo. Este procedimiento se
llama transposiciéon de términos.

Ejemplo 12.5

Resolver la ecuacion 2z + 3 = z.

Solucién
204+3 = = Ecuacion dada
2c —x = —3 Transponiendo términos
r = —3.
La tinica solucién de la ecuacion es z = —3.

Ecuaciones lineales o de primer grado en una variable

Una ecuacién de primer grado o lineal en una variable x es una ecuaciéon que puede
escribirse en la forma

ar +b =0, donde a y b denotan niimeros fijos, a # 0.

Si en la ecuacion ax + b = 0 restamos b en ambos miembros obtenemos

ar+b—-—b = 0-0b

ar = —b.

Dividiendo ambos lados por a, obtenemos

ax —b
a a
b
r = ——
a



Asi, si a # 0, la ecuacion ax + b = 0 tiene exactamente una solucion = = —b/a.

Para resolver una ecuacion de primer grado en una variable, que no tenga la forma indicada
antes, podemos proceder asi:

a) Efectuamos las operaciones necesarias para reunir en un miembro todos los términos
que contienen la variable y en el otro miembro todos los términos constantes (que no
tienen la variable).

b) Reducimos términos semejantes.

c¢) Despejamos la variable dividiendo ambos miembros de la ecuacion por el coeficiente de
la variable.

Es conveniente comprobar que la soluciéon hallada efectivamente satisface la ecuacion.
Ejemplo 12.6
Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
1. 5z = 8x — 15.
2. 82 —4432=T7T2+ 2+ 14.
3. (5—3y)— (—4y+6) =8y +11) — (3y — 6).
Solucién

1. bz =8z — 15 Ecuacién dada

15 = 8z — 5z Transponemos términos

15 =3z Reducimos términos semejantes

15 3z . o .

33 Despejamos z, dividiendo ambos miembros entre 3
S5=ux Simplificamos

Luego, = 5 es la tinica solucién de la ecuacion.

Comprobemos que el valor encontrado satisface la ecuacién original sustituyendo x por
5 asi:

5(5) = 8(5) — 15, es decir, 25 = 25.
2. 8 —4+4+32=7z+ 2+ 14 Ecuaciéon dada

11z—4=82+14 Reducimos términos semejantes en cada miembro
11z —8z=14+4 Transponemos términos
3z =18 Reducimos términos semejantes
3z 18 . s .
33 Despejamos z, dividiendo ambos miembros entre 3
z2=0 Simplificamos.
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Por tanto, z = 6 es la tnica solucién de la ecuacion.

Por ultimo, verificamos si el valor encontrado satisface la ecuacion reemplazando z por
6 en la ecuacion original: 8 (6) —4 +3(6) = 7(6) + 6 + 14 o sea 62 = 62.

3. 5—-3y)—(—4y+6)=(8y+11) — (3y —6) Ecuaciéon dada

5—3y+4y—6=8y+11—-3y+6 Eliminamos signos de agrupaciéon

y—1=5y+17 Términos semejantes
—4y =18 Trasponemos términos
—4 18
_—f = Dividimos entre — 4
9 o
y=-3 Simplificamos.
Luego, y = ) es la tinica solucién de la ecuacion.

Verificamos que el valor encontrado satisface la ecuacion original:

s () -B(]-B() o wie
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Leccion 13

Solucion de problemas con ecuaciones de primer grado en
una variable

En matemaéticas como en otras ciencias y en situaciones de la vida real, encontramos proble-
mas que involucran dos o mas cantidades relacionadas entre si. Una gran variedad de ellos
cuando se plantean matematicamente conducen a ecuaciones las cuales hay que resolver.

En esta clase tratamos tnicamente problemas que conducen a una sola ecuaciéon de primer
grado en una variable. Plantear la ecuacion es algo que se adquiere con la practica y siguiendo
algunas pautas que se dan a continuacion:

1. Leemos cuidadosamente el problema hasta entender claramente la situaciéon que se
plantea.

2. Identificamos las cantidades comprendidas en el problema, tanto las conocidas como
las desconocidas.

3. Elegimos una de las cantidades desconocidas y la representamos mediante una variable,
generalmente x, y despies expresamos las otras cantidades desconocidas en términos
de dicha variable.

4. Relacionamos estas cantidades mediante una ecuacion.
Problema 13.1

La edad de Pedro es el triple de la de Juan y las dos edades suman 40 anos. Hallar ambas
edades.

Solucién

Sea x la edad de Juan. Como la edad de Pedro es el triple de la edad de Juan, entonces la
edad de Pedro es 3z.

Ahora, como la suma de ambas edades es 40, entonces

r + 3x = 40.
Resolviendo la ecuacién tenemos

4 = 40

T = 10.

Entonces la edad de Juan es 10 y la edad de Pedro, que es tres veces la de Juan, es 30.
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Es facil verificar que la solucion satisface las condiciones del problema: La edad de Pedro,
30, es el triple de la de Juan, 10, y las dos suman 40.

Problema 13.2

En un hotel de dos pisos hay 48 habitaciones. Si el niimero de habitaciones del segundo piso
es la mitad de las del primero, ;cuantas habitaciones hay en cada piso?

Solucién
x
Sea x el nimero de habitaciones del primer piso. Entonces las del segundo piso son 5

Como el total de habitaciones es 48, se tiene

T

= 48.
:c—|—2

Resolvamos esta ecuacion para hallar x :

x
Reuniendo términos semejantes tenemos - = 48, luego x = 32.

Por tanto, en el primer piso hay 32 habitaciones y en el segundo, que tiene la mitad, hay 16,
para un total de 48.

Problema 13.3

La suma de dos niimeros es 100 y el doble del mayor equivale al triple del menor. Hallar los
ndameros.

Solucién

Sea x el nimero menor. FEntonces 100 — z es el ntiimero mayor, ya que los dos suman

100.

El hecho de que el doble del mayor sea el triple del menor, lo expresamos mediante la
ecuacion
2 (100 — x) = 3.

Resolvamos la ecuacion para hallar x :

200 -2z = 3z
200 = 3z +2x

200 = bHx

40 = =

Entonces el niimero menor es 40 y el mayor 60, nimeros que satisfacen las condiciones del
problema.
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Problema 13.4

La edad actual de A es el doble de la edad actual de B y hace 10 anos la edad de A era el
triple de la de B. Hallar las edades actuales.

Solucién

Sea x la edad actual de B. Como la de A es el doble de la de B, entonces la edad actual de
A es 2zx.

Hace 10 anos la edad de B era x — 10 y la edad de A era 2z — 10.

El hecho de que hace 10 anos la edad de A era el triple de la de B lo expresamos mediante
la ecuacion
20 — 10 =3 (z — 10),

que resolvemos asf:

20 —10 = 3z —30
—104+30 = 3z —2x
20 = «x.

Luego, la edad actual de B es 20 anos y la de A es 40 afios.

Verificar que los valores hallados satisfacen las condiciones del problema.

Problema 13.5

En un corral hay conejos y gallinas. El nimero total de animales es 30 y el de patas 100.
. Cuantos conejos y cuéntas gallinas hay en el corral?

Solucion

Sea x el numero de conejos. Como el total de animales es 30, entonces 30 — x es el ntimero
de gallinas.

Consideremos ahora el nimero de patas: como cada conejo tiene 4 patas, los x conejos tienen
4x patas, y como las gallinas tienen 2 patas, entre todas tienen 2 (30 — z) patas.

Con estos datos podemos plantear la ecuacion en términos del ntimero de patas asi:

4z + 2 (30 — z) = 100.

Resolviendo esta ecuacion tenemos:

dr+60 —2x = 100
2z = 100 — 60
2¢ = 40
r = 20.

Luego, en el corral hay 20 conejos y 10 gallinas para un total de 30 animales y 100 patas.
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Leccion 14

Maximo comun divisor y minimo comun multiplo

Maximo comun divisor - m.c.d.

Iniciemos recordando el concepto de méximo comun divisor (m.c.d.) para enteros.

En los enteros la palabra divisor se emplea como sinénimo de factor. Asi que, un entero
b, b # 0, es un divisor de un entero a si hay otro entero ¢ tal que

a=0b-c

o, en otras palabras, si la divisiéon a =+ b es exacta.

Un entero b, b # 0, es un divisor coman de dos o més enteros si b es un divisor (o factor)
de cada uno de ellos.

Ejemplo 14.1

Los divisores (o factores) de 12 son +1, +2, £3, +4, +6 y +12.
Los divisores (o factores) de 18 son +1, +2, +3, +6, 9 y +18.
Los divisores (o factores) comunes de 12 y 18 son +1, +2, £3 y £6.

En el ejemplo anterior, el mayor de los divisores comunes de 12 y 18, que es 6, se llama m.c.d.
de 12 y 18.

Observe que todos los divisores comunes de 12 y 18 son divisores del m.c.d. 6.

En general, el mayor divisor comtun de dos o mas enteros se llama maximo comun divisor
(m.c.d.) de esos enteros.

Dicho m.c.d. es, también, aquel divisor comin positivo con la propiedad de que cualquier
otro divisor comiin, es divisor de él.

El m.c.d. de dos o més enteros se obtiene, después de factorizarlos en factores primos, como
el producto de los factores primos comunes, cada uno elevado al menor exponente con
el que aparezca.

Ejemplo 14.2
Hallar el m.c.d. de 60 y 252.
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Solucién

60 | 2 252 | 2
30 | 2 126 | 2
15| 3 63 |3
5|5 213
1 717
1
60=2%-3-5 252 =2%2.32.7

Los factores primos comunes son 2 y 3; 2 aparece con exponente 2 en ambos casos y el menor
exponente del factor 3 es 1. Luego, el m.c.d. es

22.3=12.

Observando las factorizaciones de 60 y 252 vemos que cualquiera de los divisores comunes de
60 y 252 es un divisor del m.c.d. hallado.

Pasamos ahora a considerar el concepto de m.c.d. para polinomios.
Al igual que en los enteros, en los polinomios la palabra divisor es sinénimo de factor:
Un polinomio b # 0 es un divisor de un polinomio a si la divisién a + b es exacta.

Un polinomio b # 0 es un divisor comiin de dos o méas polinomios si b es un divisor de cada
uno de ellos.

Dados dos o més polinomios, se llama maximo comun divisor (m.c.d.) de esos polinomios
a un divisor comin de ellos con la propiedad de que cualquier otro divisor comun es divisor
de él.

De manera similar a lo que ocurre en los enteros, el m.c.d. de dos o més polinomios se obtiene,
después de factorizarlos completamente, como el producto de los factores comunes con su
menor exponente.

Ejemplo 14.3
Hallar el m.c.d. de los polinomios dados en cada uno de los siguientes numerales.
1. 122%932 , 18xy?.
2. m3 4+n? , 3am + 3an.
3. 823 + 42 | 4dax® — ay®.
4. 223 — 222 | 32% —3x , 4z3 — 42°.
5. 22 —2x —8 , 22 —x—12 , 2% —92% 4 20z.
6

L3427, 222 —6x +18 , 2t — 323 + 922
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Solucién
1. 122232 =223 2% - 93 - 2
18xy? =2-3%- 2 - 92

Los factores comunes son 2, 3, x, y. El menor exponente con que aparece 2 es 1, para
3es 1, paraxeslyparayes2 Luego, el m.cd. es?2-3-x-y? es decir, 6xy>.

Observando las factorizaciones de 12223z y 18zy? vemos que cualquier divisor comiin
de ellos es un divisor del m.c.d. hallado.

2. Factorizamos los dos polinomios:

m3+n® = (m+n)(m?—mn+n?)

3am+3an = 3a(m+n).

El tnico factor comin es m + n y el menor exponente con que aparece es 1, por tanto
el m.c.d. es m + n.

3. Factorizamos los dos polinomios:

8z +13 = (2v+vy) (4a? — 22y + ?)
dar® —ay* = a(42® —y?)

= aRr+y) 2z —y).

2x + y es el unico factor comun y el menor exponente con que aparece es 1. Asi, el
m.c.d. es 2z + y.

4. Factorizamos los tres polinomios:

22 — 222 = 22%(x—1)
322 =3z = 3z(z—1)
43 —42? = dx?(x—1).

Los factores comunes son z y  — 1. Se toman con su menor exponente que para cada
uno de ellos es 1. Por tanto, el m.c.d. es x (x — 1).

5. Factorizamos los polinomios:

?—2r—8 = (r—4)(z+2)
?—x—-12 = (x—4)(z+3)
22— 922+ 200 = z(2®—9x+20) =z (z—5)(z—4).

El tnico factor comtn es x — 4, con exponente 1 en todos los casos. Por tanto él es el
m.c.d.
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6. Al factorizar cada polinomio tenemos:

#4217 = (z+3)(2* -3 +9)
222 —6r+18 = 2(2? —3x+9)
zt =322+ 922 = 2*(2®*—3x+9).

Entonces el m.c.d. es x* — 3x + 9.

Minimo comiin multiplo - M.C.M.

Empecemos con los conceptos de multiplo, miltiplo comtn y minimo comtn miultiplo para
numeros enteros.

Por ejemplo, sabemos que los multiplos positivos de 2 son los enteros
1-2 , 22 0 3.2 ., 4-2
los cuales son también los enteros positivos que tienen a 2 como divisor o factor.

En general, para a y b enteros, b # 0

’ a es multiplo de b significa que b es divisor o factor de a. ‘

Un entero a es un miltiplo comin de dos o mas enteros si a es multiplo de cada uno de
ellos.

Ejemplo 14.4

Los multiplos de 12 son 0, +12, 424, 436, +48, +60, £72, ...
Los multiplos de 18 son 0, +18, £36, +54, £72, +90, ...

Los multiplos comunes de 12 y 18 son 0, 436, £72, ...

En el ejemplo anterior, el menor de los multiplos comunes positivos de 12 y 18, que es 36, se
llama M.C.M. de 12 y 18.
Se puede ver que todo multiplo comun de 12 y 18 es multiplo del M.C. M. 36.

En general, el menor miltiplo comun positivo de dos o mas enteros se llama minimo comiin
multiplo (M.C.M.) de esos enteros.

Dicho M.C.M. es también aquel multiplo comuin positivo con la propiedad de que cualquier
otro miltiplo comun es miltiplo de él.

El M.C.M. de dos o més enteros se obtiene, despties de factorizarlos en factores primos, como
el producto de los factores primos comunes y no comunes, cada uno de ellos elevado al
mayor exponente con que aparece.
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Ejemplo 14.5
Hallar el M.C.M. de 18 y 40.

Solucién
18=2-32 |, 40=2%.5.

Los factores primos comunes y no comunes son 2, 3 y 5. El mayor exponente con que aparece
2 es 3, para 3 es 2 y para 5 es 1. Luego, el M.C.M. es

23.32.5 = 360.

Observando las factorizaciones de 18 y 40 vemos que cualquier multiplo comin de 18 y 40
debe tener entre sus factores a 23, 32 y 5 y por tanto es un multiplo del M.C.M. hallado.

Pasemos ahora a considerar los conceptos de miltiplo, multiplo comtn y minimo comun
miltiplo para polinomios.

Por ejemplo, el polinomio % + 5z% es multiplo del polinomio z? porque

2 +52% = 2% (z +5).

En general, un polinomio a es un miltiplo de un polinomio b, b # 0, si hay otro polinomio
c tal que
a=b-c

es decir, si b es un divisor o factor de a. Asi,

’ a es miltiplo de b significa que b es un divisor o factor de a. ‘

Un polinomio a es un multiplo comtn de dos o més polinomios, si a es un multiplo de cada
uno de ellos.

Dados dos 0 méas polinomios, se llama minimo coman miltiplo (M.C.M.) de esos poli-
nomios a un multiplo comun de ellos con la propiedad de que cualquier otro multiplo comun,
es un multiplo de él.

De manera similar a lo que ocurre en los enteros, el M.C.M. de dos o més polinomios se
obtiene, después de factorizarlos completamente, como el producto de los factores comunes
Yy no comunes, cada uno con su mayor exponente.

Ejemplo 14.6
Hallar el M.C.M. de los polinomios dados en los siguientes numerales.
1. 122%932 , 18xy>.
2. 20— 2y, 3x+ 3y , 22— 2zy+ 3>
3. 22 =2y +y? , 2?4 2xy+vy? , 22—y, 2®—3xy+2y° , 222+ 3zy + 4>
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Solucién
1. 122%32 =223 2% -3 - 2
18xy? =2-3% -2 92

Los factores comunes y no comunes son 2, 3, x, y, z. El mayor exponente para 2
es 2, para 3 es 2, para x es 2, para y es 3 y para z es 1. Luego, el M.C.M. es
22.32 .22 .3 2 = 362232

2. El primer paso es factorizar los polinomios:

20 -2y = 2(z—vy)
3x+3y = 3(r+y)
22 =2y +y? = (v—y)’.

Los factores encontrados son: 2, 3, z —yy x+y. El M.C.M. es el producto de éstos,
tomado cada uno de ellos con el mayor exponente:

(2)(3) (x —y)* (x+y) =6(z —y)* (z +y).

3. En este caso tenemos

=2y +y* = (v—y)

2+ 2y +yP = (z+y)
-y = (z+y)(z—y)

2? =3xy+2y° = (v-2y) (v —y)

20 +3zy +y* = (2v+y) (v +y)

Los factores son: x —y, v +vy, 2z +yy x — 2y. Vemos que para x —y vy =+ y el mayor
exponente es 2, mientras que para x — 2y, 2x + y el mayor exponente es 1. Por tanto,
el M.C.M. es:

(& —y)* (z +y)" 22 +y) (r - 2y).

Ejemplo 14.7
En cada numeral, hallar el m.c.d. y el M.C.M. de los polinomios dados.

1. 2% — 25,23 — 125 y 22 + 10.

2. 6b%2% — 6b%23, 3a’x — 3a%2? y 1 — .

3.3 —9xr+2% -9, 2" — 1022 + 9, 2® + 4o + 3 y 2* — 4w + 3.
Solucién

1. 22—-25=(z+5)(x—5)

2® — 125 = (z — 5) (2 + 5z + 25)
20 +10=2(z +5).

El m.c.d. es 1. El M.C.M. es 2 (z +5) (x — 5) (2> + 5z + 25).
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2. 6b%z* — 6b%2® = 6b%2% (1 — )
3a’r — 3a®2® = 3a’z (1 — x)
l—z'=(1+2")(1-2")=(1+2")1+2z)(1-2).
El m.cd. es 1 — .
El M.C.M. es 6a*b*z* (1 +2*) (1 +z) (1 — z).
3.2 =9z +2*—9=2"+2"-92-9
=2 (x+1)—-9(x+1)
= (z+1) (2*-9)
=(x+1)(x+3)(zx—3)

=102 + 9= (2? — 1) (z* - 9)
=(x+1)(x—1)(z+3)(z—3)

44 +3=(z+3)(x+1)

2 —4dr+3=(x—-3)(xr—1).
Elm.cd.eslyel MCM.es (x+1)(x—1)(x+3)(z—3).
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Lecciéon 1D

Fracciones

., a . . .
Una expresion de la forma 7 con a y b expresiones algebraicas, se llama fraccién alge-
braica.

Las siguientes son fracciones algebraicas:

422 xy® — 2 3r+1
z—1 "7 3+2y 22441

En una fraccion algebraica el dividendo se llama numerador de la fraccion y el divisor
denominador de la fracciéon. El numerador y el denominador son los términos de la
fraccion.

Si en una fraccion algebraica el numerador y el denominador son polinomios, decimos que la
fraccion es una fracciéon racional. Por ejemplo,

5a? T3 +222 —x+1
x+2 dr4 4+ 222 + 1

son fracciones racionales.

Propiedades de las fracciones

1. Si el numerador de una fracciéon se multiplica o divide por una expresion, la fraccion
queda multiplicada en el primer caso, y dividida en el segundo, por la misma expresion.

Es decir,
a-c a
- — C: —
b y
a a
£ = i, con ¢ # 0.
b c

2. Si el denominador de una fracciéon se multiplica o divide por una expresion diferente
de 0, la fraccion queda dividida en el primer caso, y multiplicada en el segundo, por la
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misma expresion. Es decir,

S
o0
n‘wl::

.‘@

OI@‘Q
SIS

3. Si el numerador y el denominador de una fracciéon se multiplican o dividen por una
misma expresion diferente de cero, la fraccién no se altera. Es decir,

a-c _ a
be b 7
a
c _ a
b b
c

4. Si en una fracciéon cambiamos el signo del numerador y el del denominador, la fraccion

no se altera, es decir,
a —a

b —b

5. Si en una fracciéon cambiamos el signo del numerador y el de la fraccion, la fracciéon no

se altera, es decir,
—a

a

b b

6. Si en una fraccion cambiamos el signo del denominador y el de la fraccién, la fraccion
no se altera, es decir,

a  a
b —b
Ejemplo 15.1
Cambiar signos sin alterar la fraccién dada.
-1
J—
1l—x
pY—
2y
Solucién
r—1 r—1 L
1. = Escribimos 1 — z como — (z — 1)
l—z —(x—1)
r—1
= — 1 Cambiamos el signo del denominador y el de la fracciéon
x —_—
=—1 six # 1.
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2. — = —— Cambiamos el signo del numerador y el de la fraccion

= —— Cambiamos el signo del denominador y el de la fraccion.

Simplificacién de fracciones

Decimos que dos fracciones son equivalentes si una se obtiene de la otra a partir de opera-
ciones sobre sus términos, sin alterar la fraccion.

Simplificar una fraccién racional es convertirla en una fraccién equivalente cuyos términos
sean primos entre si, es decir, los factores comunes del numerador y denominador han sido
cancelados.

Cuando los términos de una fraccion son primos entre si, decimos que la fracciéon es irre-
ducible o que esta reducida a su minima expresion.

Para simplificar una fracciéon racional factorizamos el numerador y el denominador y cance-
. . ac a
lamos los factores comunes, aplicando la propiedad — = —.

bc b

Ejemplo 15.2

Simplificar las siguientes fracciones:

. 2—r—2
o2 —1
5 1 — a2
31
203 + 622 —x — 3
3 +3r2 4+ +3°
(4n? + 4n — 3) (n® + Tn — 30)
" (2n2—=Tn+3)(4n? +12n+9)
. a’ —ad—a?+1
" ab —2a* —6a3 +8a%+5a—6
Solucion
2_x—2 -2 1
jP—— = (z—2)(@+1) Factorizamos numerador y denominador
x?—1 (x+1)(z—1)
Tz —2
= T Cancelamos el factor comun z 4+ 1.
x J—
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d.

1—2>  (142)(1—2)

= Factorizamos numerador y denominador
P-1 (@-D@tzt]) ‘ Y

—(142z)(z—-1)
— log=—(z—1
GoDt+arn F- @D
—(1
= & Cancelamos el factor comtin =z — 1
?+r+1
1+ . . .
= Cambiamos el signo del numerador y el de la fraccion.
2?2+r+1

20° 462> —x —3  22°(x+3)—(z+3) (z+3)(22°-1) 22*-1
3+322+x+3 2(x+3)+(@+3)  (v+3)(x2+1) 22+1°

(An*+4n—3)(n*+m —30)  (2n—1)2n+3)(n—3)(n+10) n+10

(2n2 — Tn+ 3) (4n% + 12n + 9) 2n—1)(n—3)(2n+3)>  2n+3

Factoricemos el numerador:

a’—a’—a*+1 (a® —a®) — (a* — 1)

= @- -
= (a+1)(a—=1(a—1)(a®*+a+1)
= (a—1)2(a+1)(a2+a+1).

Para factorizar el denominador veamos si @ — 1 6 a + 1 son factores del denominador.
Reemplazamos a por 1 en a® — 2a* — 6a® + 8a® + 5a — 6 :

(1)’ —2(1)*" =6(1)*+8(1)>+5(1) —6 = 0, entonces a — 1 si es factor.

Hagamos la division sintética:

1 -2 -6 8 5 —6|1
1 -1 -7 1 6
1 -1 -7 1 6 0

Entonces a® — 2a* — 6a® + 8a®> + 5a — 6 = (a — 1) (a* — a®> — 7Ta* + a +6) .
a—1 es factor del cociente ya que 14 — 13 —7(1)* +1+6 = 0.
1 -1 -7 1 6[1

1 0 -7 —6
1 0 -7 -6 0

Luego, a®—2a*—6a3+8a*+5a—6 = (a — 1) (a — 1) (a® — Ta — 6) = (a — 1)* (¢®* — Ta — 6)
y a+ 1 es factor de a® — 7a — 6 ya que (—=1)> —=7(=1) — 6 = 0.
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1 0 -7 —6] -1

-1 1 6
1 -1 -6 0

Entonces,
a® —2a* — 64>+ 8a* + 50— 6= (a—1)*(a + 1) (a* —a—6)
=(@—-1)%(a+1)(a—3)(a+2)

Luego,
a®—a®—a’+1  (@-1*a+)(a®+a+1)  a®+a+l

a® —2a* — 66>+ 8a2+5a -6 (a—1)*(a+1)(a—3)(a+2) (a—3)(a+2)
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Leccion 10

Producto y divisiéon de fracciones

Producto de fracciones

El producto de dos o mas fracciones es el producto de los numeradores dividido entre el
producto de los denominadores, es decir,

a
b d b-d bd

Por ejemplo,

vy 2’y (zy) (%) _ 2%y

z 2z 2 (22) 222
Por la conmutatividad de la multiplicacién, podemos colocar los factores en el orden que
convenga, como en el ejemplo siguiente:

3x(x+y) 3(x—2y) bz (3z)(3)(bx) (r+y)(x—2y) 4b2*(z+y) (z —2y)

. oz (32) ( _
2 —y) 2yRx—y) 4y (22 ) (z—y) 2r—y) 16y (v —y)(2r—y)

El procedimiento para simplificar el producto de dos o mas fracciones es el siguiente:

1. Factorizamos completamente numeradores y denominadores de las fracciones que se
van a multiplicar.

2. Simplificamos las fracciones resultantes, si es posible.

3. Multiplicamos entre si los numeradores y los denominadores y simplificamos la fraccion
resultante.

Ejemplo 16.1

Simplificar los productos indicados:

. (@a—2b)(a+b) (a—b)(a+5b)  (a+3b)
" (a—b)(a+ 3b) (a — 2b) (a+b) (a—3b)

22 —3x+2 222452 —3 322 +62
" 2224 3x—2 2 -1 20 —4

a+2b a—2b a+b
a2 -0 b—a 4b%2—a?

3.
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Solucién

. (a—2b)(a+b) (a—b)(a+5b)  (a+3b)
" (a—10)(a+3b) (a — 2D) (a+b) (a — 3b)
~ (a—2b)(a+Db)(a—0b)(a+5b)(a+3b)
~ (a—b)(a+3b)(a—2b)(a+0b)(a—3b)
_a+5b
a—3b
2. Factorizamos numeradores y denominadores:

?—3x+2 222 +50—3 32 +6z  (x—2)(x—1) (2z—1)(z+3) 3z(zr+2)

22 + 3z —2  a?—1 2e—4  (e—-1)(z+2) (@+)(x—1) 2@-2)

Cancelamos los factores comunes que hay en los numeradores y denominadores que son:
r—2,x—1, 2¢x—1, z+ 2. Elresultado es

2*—=3r+2 22°+5x—3 32°+6x  3x(r+3)

2024+ 3r—2  a—1 2t —4  2(x+1)°
5 a+2b a—2b a+bd
a2 =02 b—a 4b?—a?
B a+ 2b a—2b a+b Factord
“(atb)(a—b) b-a (2b+a)(2b—a) ActoTiaatos
a+2b a—2b a+b
= : (= P 2 —a=—(a—2b
G0 @=0 bv-a V@ra@om ‘owe2-a=—(a=-20)
= _aib . bia Simplificamos
1
= (@— ) Porque b —a = —(a — b).

Division de fracciones

a c . .. . .., a C
Sean 7 y p fracciones con b, ¢ y d distintos de cero. Consideremos la division 7 = 7 que en
. a/b
forma de fraccion se expresa como Ti
c

Sabemos que si multiplicamos el dividendo a/b y el divisor ¢/d por una misma expresion

. ., a z
diferente de cero, la fraccion —— no varia. Por tanto,

c/d

e c_(ady (e (e ) gy d
b d \b c) \d c) \bc) " b c b

Asi, para dividir dos fracciones multiplicamos el dividendo por el divisor invertido:
ad

c
d be

Sl S
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Ejemplo 16.2

Realizar la division indicada y simplificar.
22 —3x+2 . 2 —x—2
22 —Tr+3 " 20243x—2
3 4125 . 3 — 5x? + 25x

2. =
2 — 64 224+ x — 56
3 3a? ~ba?
" a2+ 6ab+ 902 T a?b+ 3ab?
Solucién
. 2% — 3z +2 R 22—z —2
S 20?2 —Tx+3 " 22243z -2
B 22 — 3x +2 . 222 + 31 — 2 Multiplicamos el dividendo
S22 —Tr+3 2—z-—2 por el divisor invertido
(x—=2)(z—1) (2x—1)(z+2) .
= . Factorizamos
2rx—1)(z—3) (x—2)(z+1)
-1 2
= (2 )(z+2) Simplificamos.
(x—=3)(x+1)
9 % 4125 . 3 — 5a? 4 25z
22 —-64 a2+ x—56
B 34125 _ 22+ 1 — 56 Multiplicamos el dividendo
x?2—64 a3 — 512+ 25x por el divisor invertido
(x+5) (x> —5x+25) (v+8)(x—7) .
= . Factorizamos
(x+8)(x—38) x (2% — 5x + 25)
5 -7
= (z+5) (@ ) Simplificamos.
x(x—8)
3a? _ 5a3
a? + 6ab + 92 a?b + 3ab?
B 3a? . a®b+ 3ab®  Multiplicamos el dividendo
a? + 6ab + 9b2 5a3 por el divisor invertido
3a? ab (a + 3b) .
= 3 3 Factorizamos
(a + 3b) 5a
3 Simplifi
= — mplificamos.
5 (a + 3b) P

En los siguientes ejemplos vamos a combinar las operaciones de multiplicacion y division.
Ejemplo 16.3

Simplificar:
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a? —3a ab® — 2ab . a

P—2b a>—9  b(a+3)
202 +x—3 62°—Tr—3 2r+3

2. . :
202 —x—3 x2+2x—3 x+3
Solucién
. a2—3a‘abz—2ab; a
-2 a2-9 " b(a+3)
B a’ — 3a ab® — 2ab . b(a+3) Convertimos la division
b2 —-2b" a2 -9 a en multiplicacion

a(a—3) ab (b —2) b(a+3)

= : : Factorizamos
b(—2) (a+3)(a—3) . actorizamos
=ab Simplificamos.
5 20 +x—3 622 —Tx—3  2w+3
222 —1x—-3 22+2x—-3 " x+3
B 202 + 1 —3 ‘ 622 — Tx — 3 ST+ 3 Convertimos la division
22— -3 2242x—3 2243 en multiplicacion
2z +3)(x—1) Bx+1)(2xz—-3) x+3 Factort
= . . rizam:
(22 -3)(z+1) (z+3)(zx—1) 2243 ACTOTIAATHOS
3 1
=2 + Simplificamos.
r+1
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Leccion 17

Suma y resta de fracciones

Suma de fracciones

Para sumar fracciones procedemos asi:

1. Simplificamos las fracciones si es posible.

2.

i)

ii)

Si las fracciones tienen el mismo denominador, su suma es una fraccién con el
mismo denominador de las fracciones y cuyo numerador es la suma de los numer-
adores de las fracciones, es decir,

a+c

- . d#£0.

+ d

Ul e
Ul o

Si las fracciones tienen distinto denominador, las convertimos en fracciones equiv-
alentes con un mismo denominador. Como denominador comin se escoge el
M.C.M. de los denominadores de las fracciones, el cual se llama minimo comin
denominador. Los numeradores en las fracciones equivalentes se obtienen di-
vidiendo el minimo comun denominador entre el denominador de cada fracciéon y
multiplicando el resultado por el numerador respectivo.

Luego sumamos las fracciones resultantes, que tienen el mismo denominador.

3. Reducimos términos semejantes en el numerador.

Ejemplo 17.1

Realizar las operaciones indicadas y simplificar:

1.

5

x+3+x2+7a7—l—12‘
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2 . a . a-+1
“a+1l (a+1)7  (a4+1*

r—2 r—3 20 — 1

7. .
2932—5:6—3+2x2—3x—2+x2—5x+6

2y y+1 1
. + + .
3y +1ly+6  y2—9 3y+2

Solucién
] 1+5_1—|—5_6_3
44 4 42
5 % +2+x_z+2+x_2x+2_2(x—|—1)_2
"r+1 z+1 z+1  z+1 z+1 7
3 1+2_1+2 Factori d inad
- 3t5=3 5 actorizamos denominadores
3 2 . . . 2
= 7] + Minimo comtn denominador 3
342
9
5
=5
1 1 1 1 ) .
4., — + = — 4+ — Factorizamos denominadores
22 22+ 2?2 z(r+1)
1
- x;é;_‘_ ) + p (x$+ D Minimo comin denominador 2% (z + 1)
_:E—I—l—i—x
22 (x+1)
B 20+ 1
a2 (x41)
2 + L 2 + L Factori d inad
= rizam nominador
7+3  22+72+12 243 (2+3)(z+4) ACTOTIAATNOS CEROMIACOTes
 2(x+4) 1 Minimo comin denominador
(x+3)(x+4) (z+43)(x+4) (x+3)(z+4)
_ 2zx+48+1
C (r+3) (x+4)
2+ 9

(@+3)(z+4)
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Simplificamos las
fracciones dadas

Minimo comun
. 2
denominador (a + 1)

2 n a a+1l 2 n a 1
a+1l (a+1° (a+1)°> a+1l (a+1)? (a+1)
2(a+1) a 1
(a+1)°  (a+1)7° (a+1)
2(a+1)+a+1
(a+1)"
(a+1)(2+1)
(a+1)°
3(a+1)
(a+1)°
3
Ca+1
Nota: En la practica la reduccién al minimo comin denomindor y la suma se hacen en un
solo paso.
r—2 xr—3 20 — 1
7. +
202 —bxr—3 222—-3xr—2 x22—-5x+6
T —2 r—3 2z —1

Qe+ (=3 @+l (@=2  (@=3) -2
(2 —2)° 4+ (. —3)° + (2z — 1) (2 + 1)

- 2z +1) (z —3) (z — 2)

' —dr+4A+a? -6+ 9442 -1
B 2z + 1) (z —3) (z — 2)

622~ 10z + 12
2z +1)(z—3)(x —2)
2y y+1 1
3y +1ly+6  y>2—9 3y+2
B 2y y+1 1
CBy+2)(y+3) (W+3)(y—3) 3y+2

2y(y—3)+ (y+1) By +2)+ (y* - 9)
(By+2)(y+3)(y—3)

2P —6y+3y°+5y+24+y* -9
By +2)(y+3)(y—-3)
6> —y —7
By+2)(y+3)(y—3)
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Minimo comin
denominador

(20 +1) (z — 3) (x — 2)

Factorizamos
denominadores

Minimo comin
denominador

(By+2)(y+3)(y—3)



Resta o diferencia de fracciones

Para restar fracciones procedemos asi:

1. Simplificamos las fracciones si es posible.

2. i)

i)

Si las fracciones tienen el mismo denominador, su resta ¢ diferencia es una fraccion
con el mismo denominador de las fracciones y cuyo numerador es la diferencia entre
el numerador del minuendo y el numerador del sustraendo, es decir,

a—c
= d # 0.
T dF

Qe
Ul o

Si las fracciones tienen distinto denominador, las convertimos en fracciones equiv-
alentes con un mismo denominador. Como denominador comun se escoge el
minimo comitn denominador de los denominadores de las fracciones.

Luego restamos las fracciones resultantes, que tienen el mismo denominador.

3. Reducimos términos semejantes en el numerador.

Ejemplo 17.2

1. De 213 restar - .
22 -9 z—3

2. De restar

r—4 T —

a-+zx

x
3. Restar PR de @ m)Q'

a® + b? a+b 1

4. Simplif _ _ .
A ™ 202 1 2ab+ 202 2a — 2b

Solucién
+3 +3
1. ; 53 i 3 = e +Z) =—3) — i 3 Factorizamos denominadores
1 z o .
= — Simplificamos las fracciones
z2—=3 z-3
1=z
23
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1 1 r—3 r—4 Minimo comtn denominador

t—4 -3 (z—4)(z—3) (z—4)(z—3) (z —4) (z — 3)
(z—3)—(z—4)
(x —4)(x—3)
_r—3—x+4
C(x—4)(z—3)
B 1
(r—4)(z—3)
Nota: En la practica, para restar fracciones la reduccion al minimo comtn denominador
y las resta se hacen simultaneamente, como en la suma, pero teniendo cuidado con el
signo del sustraendo.
3. ot 7~ 5 a 5 = ot 5 — L Factorizamos denominadores
(-2 @2 (a—2) (@tn)(a-2)
~ (a+ z)? —x(a—x) Minimo comtn denominador
(a —z)* (a+ ) (a— )" (a+x)
B a® + 2ax + 2% — ax + 2?
(a—2)* (a + )
B a® + ax + 2x*
(a—2)*(a+x)
A a? + b? a+b 1
S ad =0 202+ 2ab+ 202 2a—2b
a® + b? a+b 1 Factorizamos

~ (a—b) (a2 + ab + b?) 2 (a® + ab + b?) 2 (a —b)  denominadores

2(a® + %) — (a+b) (a—b) — (> +ab+ b Minimo comfin
= denominador

2(a—1b)(a® +ab+ %) 2(a—b) (a? + ab + b?)

207 +20% — (a® — V) — (a® + ab + b?)
B 2(a—b)(a®+ ab+ b?)
207420 —a® 4+ 0* —a® —ab— b

B 2(a—b) (a?+ ab+ b?)

_ 20° — ab

"~ 2(a—1b) (a2 +ab+b2)

En el siguiente ejemplo combinamos suma y resta de fracciones.
Ejemplo 17.3

Simplificar:

93



1 1 1

1. — — .
ar a’4+ar a4z
9 T . z—3 n 1
242 -3 (1—-2)(z4+2) x+2
Soluciéon
1 1 1 1 1 1
ar  a®>+ar a+x ar ala+z) a+x
- a+xr—x+azx Minimo comun
 ax (a+ ) denominador az (a + x)
_ a+taz
 ar(a+ 1)
_a(l+x)
_ax(a+x)
1+
S z(ata)
x r—3 n 1
22+2r-3 (1—-2)(x+2) x+2
B T zr—3 n 1
(=1 (x+3) (1—-2z)(x+2) x+2
T r—3 1
= + + l—z=—(zx—-1
(=1 (x+3) —(z—1)(x+2) x+2 ( )
- r—3 . 1 gamb19 signo en e}lg' 1
= - enoniinas OI', cambila €
(=1 (x+3) (x—1)(z+2) z+2 10 fraceid
S1g€N0 Iraccion

r(x+2)—(x—-3)(x+3)+(x—1)(z+3)

(x—=1)(x+3)(z+2)
22 +2z — (2% = 9) + 2% + 22 — 3
(x—1)(z+3)(z+2)

B 22+ 4r+6
(=D (z+3)(z+2)
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Leccion 18

Leccién 18: Potenciacion y radicacion

Potenciaciéon
En la Leccion 1 se definié la n-ésima potencia a™ de una expresion algebraica a, para n un
entero cualquiera, y se enunciaron las leyes bésicas para los exponentes.

Resta definir las potencias con exponente un nimero racional, lo cual se haré al final de esta
leccion.

Radicacion

En potenciacion consideramos las potencias de un niimero dado. Por ejemplo,
3P=3-3=9,3=3-3-3=27,---

En radicaciéon, dado un niimero, nos interesa otro tal que cierta potencia de él sea el nimero

dado.

Raiz cuadrada

Por ejemplo, dado el ntimero 9, un nimero positivo que elevado al cuadrado nos da 9 es
3, porque 32 = 9. Se utiliza la notaciéon v9 o también /9 para representar este nimero
positivo. Es decir,

V9 =3 yva que 3°=9 y 3 es positivo.

V9 se lee raiz cuadrada principal de 9 o simplemente raiz cuadrada de 9.

En general, si b es un ntimero positivo,

Vb=a significa que a? = b y a es positivo.

Vb se lee raiz cuadrada principal de b o simplemente raiz cuadrada de b.

Observamos que si b es positivo y a? = b, entonces también (—a)? = b. Asi, si b es positivo hay
dos nameros, uno positivo y el otro negativo, que tienen como cuadrado a b. /b representa
tinicamente al positivo.
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Ejemplo 18.1
1. V4 =2 puesto que 22 = 4 y 2 es positivo.
2. V16 = 4 puesto que 4> = 16 y 4 es positivo.

36 6 . 6\ 36 6 "
— = — puesto que | — = — — €S POSITIVO.
25 5P que {5 257 5 ®P

Si b =0, el tnico nimero a tal que a®> = 0 es a = 0. Expresamos ésto escribiendo v/0 = 0.
Asi,
V0 =0 significa que 0%=0.

Por tltimo observamos que si b es un ntimero negativo, no hay un ntmero a tal que a? = b
(;Por qué?). Asi que

La expresion v/b tiene sentido s6lo cuando b es positivo o es cero.

Ejemplo 18.2

v/—25 no esta definido, porque no hay un ntimero real a tal que a? = —25.

Raiz cubica

Por ejemplo, dado el niimero 8, el tinico nimero que elevado al cubo da 8 es 2. Se emplea
la notacién /8 para representar ese nimero. Es decir,

V8 =2 significa que 2° = 8.
Similarmente,
Vv/—8 = —2 significa que (—2)® = —8.
V0 =0 significa que 0% =0.
En general, dado cualquier niimero b (positivo, cero o negativo) hay un tnico nimero a tal

que
a® =b.

L. . 3 » - . . . . »
Ese tinico namero se denota v/b, que se lee raiz ctbica principal de b o simplemente raiz
cibica de b. Asi,

Vb = a significa que a® = b

En este caso Vb es positivo si b es positivo, es negativo si b es negativo y es 0 si b es 0.
Ejemplo 18.3
1. v/64 = 4 puesto que 43 = 64.

2. /=64 = —4 puesto que (—4)® = —64.
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; 64 4 o e 4\ 64
. A/ == = = pu ue | - | = —.
3P ue s 27

Raiz n-ésima

Sea n un entero positivo mayor o igual que 2 (n =2, 3, 4, ... ).

Dado un niimero b, nos interesan los nimeros a tales que
a” =b.

Es necesario considerar por separado los casos n par y n impar.
Se tiene lo siguiente:

e Sin es par y b es positivo, hay un tnico nimero positivo a tal que a” = b. Ese tinico
nimero positivo se representa como /b, que se lee raiz n-ésima principal de b o
simplemente raiz n-ésima de b.

Asi, para n par y b positivo,

Vb =a significa que a™ = b y a es positivo.

Por ejemplo,
V16 = 2 puesto que 2* = 16 y 2 es positivo.

Observe que 2* = 16 y (—2)* = 16, pero v/16 representa tinicamente al niimero positivo
2.

Notese que si n es par, pero b es negativo, no hay un ntimero a tal que a" = b.

Por ejemplo, tomando n = 4 y b = —16, no hay un ntmero a tal que a* = —16.

Todo lo anterior es como en el caso n = 2, es decir, como en la raiz cuadrada.

e Sin es impar y b es cualquiera, hay un tnico ntamero a tal que a” = b. Ese tnico
nimero se representa como Vb, que se lee como en el caso anterior.

Asi, para n impar y b cualquiera,

Vb = a significa que a® = b.

Por ejemplo,

V32 =2 , puesto que 2° = 32.

V=32 = -2, puesto que (—2)° = —32.

En este caso /b es positivo si b es positivo y es negativo si b lo es.

Esta situacion es como en el caso n = 3, es decir, como en la raiz cibica.
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e Si b= 0y n es par o impar, el tnico nimero a tal que a” = 0 es a = 0. Expresamos
ésto escribiendo /0 = 0. Asi,

/0 =0 significa que 0" = 0.

Por ejemplo, v/0 = v/0 = 0.

Observe que

/b esta definida o existe para todo namero b si n es impar

y s6lo esta definida para b positivo o cero si n es par.

Ejemplo 18.4
1. v625 =5 ya que 5* = 625 y 5 es positivo.
2. v/—16 no esta definida porque no hay un nimero a tal que a* = —16.

Una expresion de la forma /b, donde b es una expresion algebraica, se llama expresion
radical, la expresion b se llama radicando o expresion subradical y n es el indice del
radical. Al simbolo Vo se le llama signo radical.

Potenciacién: Caso exponentes racionales

/b, si existe, lo expresamos también como b'/":

Vb =btm,

Observe que como <%) = b entonces se tiene (bl/”)n =b.
Si b'/™ esta definido y m es un entero diferente de cero, se define la potencia b™/" asi:

En esta definiciéon suponemos que m y n no tienen factores comunes.
Con lo anterior quedan definidas las potencias para cualquier exponente racional.

Se puede comprobar que las leyes de los exponentes son vélidas también para exponentes
racionales.

Ejemplo 18.5

Evaluar las siguientes expresiones:

1/2
L (%) .
9
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B 2/3
2. (ﬂ) .
8

9\ /2
3, (_> .
25

Solucion

' (4)1/2_41/2 Vi 2

9) 92 o 3

(8)2/3 - ((8)1/3>2 (%)2 92 1

LT\ (—orp ((—27)”3)2 (V=20 (=3 9
> (T) B

> Z

5 (9 TUEg9 2 (95)12 A5 5
' (25712 92 o 3

Ejemplo 18.6
Simplificar las siguientes expresiones, escribiendo la respuesta con exponentes positivos:
3 0 _9\2/3
1. (22%*/%)" (8y 2)/ .
<y10Z—5)1/5
(y=22%)""
Solucién
3 0 _ov2/3 _
1 (2x4y2/5) (Sy 2) _ (23x12y6/5) (82/3y 4/3)
2
_ (8x12y6/5) <\?/§) Y43
— 32$12y6/574/3

— 32$12y—2/15

B 32212

o y2/15 )
<y10275)1/5 yl0/5,=5/5  42,=1 2003 8/3
(y,zzg)l/:a - y—2/3,3/3 - Y232 -, T 2
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Leccion 19

Ecuaciones de segundo grado o ecuaciones cuadraticas

Una ecuacion de segundo grado o ecuaciéon cuadratica en una variable x es toda

ecuacion que puede escribirse en la forma
az? 4+ bx + ¢ =0, donde a, b, ¢ denotan nimeros fijos y a # 0.

Ejemplo 19.1

1. La ecuacion 4a2? + 72 — 9 = 0 es una ecuacion cuadréitica en z con a = 4, b =Ty

c=—-9.

. La ecuacion y? — by = —3 es una ecuacioén cuadratica en y, ya que si sumamos 3 en los
dos miembros obtenemos y? —5y+3 = 0 que es una ecuacién de la forma ay?+by+c = 0
cona=1,b=-5yc=3.

L2, . . . -
. La ecuacion 52 = 4 es una ecuaciéon cuadratica en z ya que si multiplicamos los dos

miembros por 5 y luego sumamos —20 a ambos lados, obtenemos 222 — 20 = 0, que es
una ecuacion de la forma az? +bz+c=0cona=2,b=0y c = —20.

Las raices o soluciones de una ecuaciéon cuadratica en una variable son los valores de la
variable que satisfacen la ecuacion, es decir, son los nimeros que al ser reemplazados por la
variable dan como resultado un enunciado verdadero.

Ejemplo 19.2

1. 2 vy —3 son soluciones de la ecuacion 22 +x — 6 = 0, ya que si reemplazamos z por 2

en la ecuacion obtenemos el enunciado verdadero 0 = 0, porque al sustituir x por 2 en
el primer miembro se tiene: (2)° + (2) —6 =442 —6 = 0.

De igual forma al reemplazar & por —3 obtenemos: (—3)* 4 (=3) =6 =9 —3 —6 = 0.

Por otra parte, 5 no es soluciéon de la ecuacion porque al reemplazar x por 5 en el primer
miembro se obtiene (5)* + (5) — 6 = 25+ 5 — 6 = 24 # 0.

2. 5y —5 son soluciones de 22 = 25, ya que (5)° = 25 y (=5)* = 25.

. Coémo encontrar las raices de una ecuacién cuadratica?

Para resolver una ecuaciéon cuadratica en una variable x podemos proceder como sigue:
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e Realizamos las operaciones necesarias para que un miembro de la ecuaciéon sea un

polinomio de la forma ax? + bx + ¢, con a # 0 y el otro miembro sea igual a 0.

e Factorizamos, si es posible, el polinomio como producto de dos factores lineales, con

lo cual la ecuacién obtenida en el paso anterior es el producto de estos factores igual
a cero. Como el producto de dos factores es cero si y sélo si al menos uno de ellos es
cero, obtenemos dos ecuaciones de primer grado cuyas soluciones son las soluciones de
la ecuacién original.

Apliquemos este procedimiento en algunos ejemplos.

Ejemplo 19.3

En cada numeral, hallar las raices o soluciones de la ecuacion cuadratica dada.

1.

- W

6.

22+ 1lx = —24.

6z + 8 — 92% = 0.
(243)° = (2+3)—20=0.
5y% — 4y = 0.

2?2 — 102 +25 = 0.

922 — 62 — 8 = 0.

Soluciéon

1.

2?24 1l = —24 Ecuacién dada
224+ 11z +24 = —24 + 24  Sumamos 24 a los dos miembros de la ecuacion
(x+8)(x+3)=0 Factorizamos el polinomio de la izquierda

T+8=06 2+3=0 El producto de dos factores es 0 si y s6lo si
al menos uno de ellos es 0

r=-8 6 x=-3 Resolvemos las dos ecuaciones lineales.
Luego, x = —8 y = —3 son las raices o soluciones de la ecuacién 2 + 11z = —24.

Para comprobar que estos dos valores de x son soluciones de la ecuacién reemplazamos
cada uno de ellos en la ecuacion original.

Siz=—-8:

(=) + 11 (—8) = —24
64 — 88 = —-24
—24 = —24 Enunciado verdadero.
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Six=-3:

(—=3)2 +11(-3) = —24
9—-33=-24
—24 = —-24 Enunciado verdadero

2. 6z +8—922=0 Ecuaciéon dada
—92°+6x+8=0 Organizamos el polinomio de la izquierda
922 —6x —8=0 Multiplicamos por —1 ambos miembros de la ecuacion
(Bxr+2)(3x—4)=0 Factorizamos el polinomio de la izquierda

El producto de dos factores es 0 si y s6lo si
al menos uno de ellos es 0

3r4+2=0063r—-4=0

2 4
T = 3 Ox = 3 Resolvemos las dos ecuaciones lineales.
1 . 3 )
Luego, x = —3 yx= 3 son las soluciones de la ecuacion 6z + 8 — 9= = 0.

En efecto, si x = —

—44+8—-4=0
0= Enunciado verdadero
. 2 . .
Es decir, x = —3 satisface la ecuacion.
4
Sixz=—:
3

6(‘-‘) +8_9<f>2:o
3 3
8+8—-16=0
0=0 Enunciado verdadero

4 . ) .
Luego, x = 3 también satisface la ecuacion.

: 2 P
3. Una manera de proceder consiste en desarrollar (z 4+ 3)° y luego reunir términos seme-
jantes con lo cual se obtiene la ecuacion

22452—-14=0
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que se resuelve como en los ejemplos anteriores.
Otra manera de proceder es la siguiente:

Haciendo u = 2+ 3 en la ecuacién dada obtenemos u? —u — 20 = 0 que es una ecuacién
cuadratica en u.

Resolvemos la ecuacion u? — u — 20 = 0:

u? —u—20=(u+4)(u—5)=0.

Luegou=—-406u=>5.

Ahora como u = z + 3, reemplazamos los valores de u en esta ecuacion, asi:

Siu = —4, entonces —4 = z+ 3, o sea, 2 = —7, y si u = 5, tenemos que 5 = z + 3,
luego z = 2.

Por tanto, los valores de z que satisfacen la ecuacion (z + 3)* — (z 4+ 3) — 20 = 0 son
z=—-Tyz=2

Comprobamos que efectivamente éstas son las raices de la ecuacion original:

Si z = —7, entonces (—7+3)° — (=743) =20 = (—4)* + 4 —20 = 16 + 4 — 20 = 0,
luego z = —7 es solucion de la ecuacion.

Con z = 2 tenemos que (2+3)> — (2+3) —20 = 25 — 5 — 20 = 0, por tanto z = 2
también es soluciéon de la ecuacion.

El dltimo procedimiento que realizamos se conoce como cambio de variable y es muy
utilizado en matematicas.

. La ecuacién dada es de la forma ay? + by + ¢ =0, cona =5,b= -4y ¢ =0, por lo
que la factorizacion del miembro de la izquierda es aiin mas sencilla.

5y — 4y =0 Ecuacion dada
y(by—4)=0 Factor comun ¥y

y=065y—4=0 El producto de dos factores es 0 si y s6lo si

al menos uno de ellos es 0

4
y=006y = H Resolvemos las dos ecuaciones lineales.

4
Yasi, y=0yy= R son las raices de la ecuacion 5y% — 4y = 0.

Verificamos que efectivamente son las raices, reemplazandolas en la ecuaciéon original:

Para y = 0 tenemos 5(0)? — 4(0) = 5(0) —4(0) =0—0=0.

4 4\? 4 16\ 16 16 16
SiyzE,entoncesE')(g) —4<5>: <%)—€:€—€:0.



5. Factorizando el miembro izquierdo de la ecuacién obtenemos

(z—5)7=0
(x —=5)(x—5)=0.

Al igualar cada factor a cero obtenemos z—5 = 0, 6 xt —5 = 0. Por tanto cada ecuaciéon
tiene una solucion, x = 5. Como x — 5 aparece dos veces como factor en la ecuacion,
al nimero 5 se le llama raiz doble, 6 raiz de multiplicidad dos de la ecuacion.

x = 5 satisface la ecuacion 22 — 102425 = 0, ya que (5)° =10 (5)425 = 25—50+25 = 0.

6. Aunque el polinomio 922 — 62 — 8 es un trinomio de la forma az? + bz + ¢ que puede
factorizarse como (3x + 2) (3z — 4), vamos a factorizarlo usando otro de los métodos

estudiados:
922 — 62 —8=0 Ecuacion dada
922 — 62 =8 Sumamos 8 a ambos miembros de la ecuacién
922 — 6z +1=8+1 Completamos el trinomio cuadrado perfecto
(3x — 1)2 =9 Factorizamos el lado izquierdo
(3x — 1)2 -9=0 Sumamos — 9 a ambos lados
(B —1)+3][B3z—1)—3]=0 Factorizamos el lado izquierdo
Bxr+2)(Bx—4)=0 Realizamos las operaciones indicadas
3w+ 2=0063r —4=0 El pr(?ducjco de dos factores es 0
si y sblo si al menos uno de ellos es 0
2 4 :
T = —3 Ox= 3 Encontramos las raices de la ecuacion.
. . 2 4 . .,
Es facil comprobar que x = —3 vy = 3 son raices de la ecuacion dada.

Formula cuadratica

En algunas ecuaciones cuadraticas no es facil factorizar el polinomio cuadratico.
Veremos a continuaciéon que aplicando a la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 el método utilizado en

el altimo ejemplo, se obtiene una férmula general para encontrar las raices de las ecuaciones
cuadraticas:
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ax’+br+c=0 Ecuacion dada

ax’ +bxr = —c Sumamos — ca ambos lados

2?4+ S =—- Dividimos por aa ambos lados

b b\ ¢ b\’
4 -+ (2—> = ——+ (2—> Completamos el trinomio cuadrado perfecto
a a

a a
b\® ¢ , o
r+—| =-——-- Factorizamos el lado izquierdo
2a 4a2 «a
b\? b —dac .
r+—] =———- Sumamos las fracciones en el lado derecho
2a 4a?

Si b? — 4ac es un ntimero negativo, la ecuacion anterior no tiene raices en los reales, y por lo
tanto la ecuacion original tampoco.

Suponiendo entonces que b* — 4ac es un ntimero mayor o igual que 0, continuamos como
sigue:

b\ b2 — dac b? — 4ac 5 _
x4+ — —— =0 Sumamos — —————a ambos lados en la ecuacion anterior.
2a 42 4a?
b D2 _ dac b V2 — dac Fact.orlzz/mmos el lado izquierdo
r+ — | + r+ — | —4/————| =0 considerandolo como una
2a 4a? 2a 42 i .
diferencia de cuadrados

—I—b N /b2—4ac_o ; —I—b /b2—4ac_0
. 2a 4a2 © . 2a 4a2

n b b —4dac N b b — 4ac
T+ —=—\—— T+ —=\—-
2a 4a? © 2a 4a?
b b —4dac b b? — 4ac ] )
T = 5, N Tz 6 x= T + i Resolvemos las ecuaciones lineales
b 1 b 1
r=————Vb—4dac 6 xr=-——+—Vb*—4ac
2a  2a 2a  2a
—b — Vb2 — 4ac —b+Vb? — dac , . o
T = 5 6 x= 5 Realizamos las operaciones indicadas
a a

Entonces las raices de la ecuacion ax? + bxr + ¢ = 0 son

B —b—Vb? — 4dac x_—b+\/b2—4ac

T 2a Y 2a
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que podemos escribir asi:

 —b= Vb?% — 4ac
N 2a ’

T

Esta férmula es conocida como la formula cuadratica.

La expresion b? —4ac se conoce con el nombre de discriminante de la ecuacion az?+bx+c =
0; la denotaremos con la letra D, es decir, D = b* —4ac . Dicha cantidad proporciona
informacion sobre las soluciones de la ecuacion, sin hallarlas, asi:

Si D es un ntmero positivo, la ecuacion tiene dos soluciones que son ntmeros reales distin-
tos.

Si D = 0, la ecuacion tiene dos soluciones que son ntmeros reales iguales, o en otras palabras,
una raiz doble o de multiplicidad 2.

Si D es un nimero negativo, la ecuacion no tiene raices reales.

Nota: La férmula cuadratica se obtuvo bajo la condicién b*> — 4ac mayor o igual a cero.
Sin embargo, en la practica, no es necesario chequear esa condiciéon antes de emplear la
formula.

Ejemplo 19.4
Resolver la ecuacion dada utilizando la formula cuadratica.
1. 322 = bz +2=0.
2. 202+ 72+ 3 =0.
3. 22 —36=0.
4. w? — 6w +9=0.
5 2 +2y+3=0.
Solucién:

1. Utilizando la férmula cuadratica con a = 3, b = =5y ¢ = 2 tenemos:

X

(V5 -4B)(Q) 5LyB= 5y 51
B 2(3) B 6 6 6

Entonces las raices de la ecuacién son

5+1 5—1 6 5—1 4 2 )
r=——yaxr= ,osecar=—-=1lyr=——=—==—, esdecir,x=1yx =
6 6 6 3

6 6

Observe que se obtuvieron dos raices reales distintas porque el discriminante D = 1 es
positivo.

Reemplazamos los valores de x en la ecuacion original para comprobar que éstas si son
las raices:
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Para © = 1 tenemos que 3(1)> —=5(1)+2=3—-5+2=0.

Si 2 t 3 2Y° ) 2 + 2 1 10+2 24+2=0
1 x = —, entonces -] - — = - = _ = 0.
3’ 3 3 3 3

. En este caso a =2, b =77y ¢ = 3, entonces

T —4(2)(3)  —TEVA9-24 —T7+V25 -T4+5
— — I — — .

v 2(2) 4 4

Luego, las raices de la ecuaciéon son

_T45 -2 1 —7-5 -1
YTy Ty T Yt T T Ty

) 1
= —3, es decir, z = —5 yxr=—3.

Verificamos en la ecuacién original:

Si ——1 t 2 L 2—1—7 L —|—3—1 7+3 34+3=0
— — once —_— —— = - — = = — = V.
1T 2,en nces B B 9 9

Si x = —3, tenemos 2 (—3)> +7(-3) +3=18-214+3=-3+3=0.

. Usando la féormula cuadrética con a =1, b =0y ¢ = —36, tenemos:
=0+ ,/02—4(1)(=36) +V144 £12 6
T 2(1) T T T g T

Otra forma de proceder es la siguiente:

72 —36=0
z? =36
= +v36
r = %6.

Es facil comprobar que x = %6 son las raices de la ecuacion 22 — 36 = 0.

. Usando la férmula cuadratica con a =1, b = —6 y ¢ = 9, tenemos:

3.

(0 £ (67— 4(1)(9) 6+ 6+v0
v 2(1) - 2 -2 -

Luego, w = 3 es una raiz de multiplicidad 2. Observe que D = 0.

Si resolvemos la ecuacion factorizando el miembro de la izquierda tenemos que:
w? — 6w+ 9 = 0 es equivalente a (w —3)> =0, 0 (w—3) (w—3) =0

y obtenemos nuevamente w = 3 como una raiz de multiplicidad 2.
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5. Usando la férmula cuadratica con a =1, b =2y ¢ = 3 tenemos:

—2+4/22-4(1)(3) —2+-8
2 (1) B 2 '

y:

Como D = —8 es un numero negativo, v/—8 no esta definido y por tanto la ecuaciéon
y? 4+ 2y + 3 = 0 no tiene raices en los reales.
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Leccion 20

Solucion de problemas con ecuaciones cuadraticas en una

variable

Como vimos en el tema de ecuaciones lineales, tanto en matemaéticas como en otras ciencias,
y aun en situaciones de la vida real, encontramos problemas que involucran dos o mas can-
tidades relacionadas entre si. Algunos de estos problemas al plantearlos mateméticamente,
conducen a una ecuacién cuadratica.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente que procedamos de acuerdo con los
siguientes pasos:

1.

Leemos cuidadosamente el problema resaltando la informaciéon mas importante y, cuando
sea posible, hacemos un dibujo que ilustre la situacion planteada, indicando las canti-
dades conocidas en el problema.

. Identificamos claramente la cantidad o cantidades desconocidas (variables o incognitas)

que debemos encontrar. Por lo general, éstas aparecen en la pregunta que plantea el
problema.

Asignamos una letra a una de las cantidades desconocidas y, usando la informacion del
problema, expresamos las otras cantidades en términos de dicha letra. Si es posible,
las identificamos en el dibujo hecho en el paso 1.

. Encontramos en el enunciado del problema o en el dibujo, la informacioén que nos pemita

relacionar las cantidades y las variables definidas en los pasos 1. y 2.

. Planteamos una ecuacién que nos permita expresar esta relacion.

. Resolvemos la ecuacion, verificamos la respuesta y respondemos en palabras las pre-

guntas planteadas.

Problema 20.1

A tiene 3 anos mas que B y la suma de los cuadrados de las edades de A y de B es 317 anos.
Hallar ambas edades.

Solucion

Debemos hallar la edad de A y la de B.
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Llamemos z a la edad de B. Como A tiene 3 anos mas que B entonces la edad de A es
T+ 3.

z = edad de B
z + 3 = edad de A.

Como la suma de los cuadrados de ambas edades es 317 entonces

2%+ (v + 3)* = 317.

Para hallar z debemos resolver esta ecuacion:

2? + (x +3)2 = 317 Desarrollamos (z + 3)°
2?4 2% + 61 + 9 = 317
222 + 62 — 308 = 0
2(z% + 3z — 154) =0
2% 4 3z — 154 = 0. (20.1)

Descomponemos 154 en sus factores primos para tratar de factorizar el primer miembro de
la ecuacion:

154 | 2
T
11 | 11

1

Como 154 = (14)(11) y 14 — 11 = 3 entonces 2% + 3z — 154 = (z + 14)(z — 11). Asi, la
ecuacion (20.1) se convierte en

(x +14)(z — 11) = 0.
Luego, x+14=06x—11=0yasiz=—-14 6 z =11.

De estas dos soluciones de la ecuacion cuadratica (20.1), x = —14 no tiene sentido para el
problema porque x, que representa la edad de B, no puede ser un ntimero negativo. Luego,
r=11.

Por lo tanto, la edad de B es x = 11 anos y la edad de A es x + 3 = 11 + 3 = 14 anos.
Verificamos que la respuesta satisface las condiciones del problema:

Efectivamente A tiene 3 anos mas que B y ademés la suma de los cuadrados de sus edades
es (14)% + (11)%? = 196 + 121 = 317.

Problema 20.2

Un salén de clase tiene forma rectangular y su largo excede a su ancho en 4 metros. Si tanto
el largo como el ancho se aumentan en 4 metros, el area del salon seré el doble. Hallar las
dimensiones del salon.
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Solucion

Debemos hallar el largo y el ancho del saléon de clase.
Si x es el ancho, en metros, del salén entonces

x +4 = largo del salon

x(x +4) = area del salon.

—x+4 —

Figura 20.1

Si tanto el largo como el ancho se aumentan en 4 metros tenemos:

x + 4 = ancho aumentado del salon
(x+4)+4 =2+ 8= largo aumentado del salon

(r +4)(x + 8) = area aumentada del salon.

x+8 —

Figura 20.2

Como al aumentar el largo y el ancho en 4 metros, el drea se duplica tenemos que
area aumentada del salon = 2(4rea original del salon )
(x+4)(x+8) =2x(z +4).
Efectuamos operaciones y simplificamos:

22 4+ 122 + 32 = 22% + 8z
0= (22° — 2°) + (8 — 122) — 32
0=a?— 4z — 32
0= (z—8)(z+4).
Luego, r —8=006zxz+4=0yasiz =806 =—4.

La segunda solucién no tiene sentido para el problema porque z, que representa el largo del
salon, no puede ser un numero negativo. Luego, x = 8.

Por lo tanto, las dimensiones del saléon son: ancho = 8 m y largo x +4 = 8 +4 = 12
m.

Verificar que la respuesta satisface las condiciones del problema.
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Problema 20.3

Se compro cierto nimero de cartillas de Ecologia para los estudiantes de la clase por $150000.
Si cada cartilla hubiera costado $1000 mas se habrian comprado 5 cartillas menos con los
$150000. ;Cuéantas cartillas se compraron y cuénto cost6 cada una?

Solucién

Sea x el numero de cartillas compradas.

Si se compraron x cartillas por $150000, cada cartilla costo pesos.

Si cada cartilla hubiera costado $1000 mas, se habrian comprado x — 5 cartillas con el mismo
150000

dinero y cada cartilla habria costado , v su valor habria sido $1000 més que el precio

de compra inicial. Esto es,

150000 150000

+ 1000
r—5
150000 B 150000 1000 = 0
r—2>5 T
150000z — 150000(x — 5) — 1000z (x — 5) —0
x(x —5) -

Si un cociente es igual a cero, entonces el numerador tiene que ser cero, esto es,

150000z — 150000(z — 5) — 1000z(z — 5) = 0.

Observamos que en el lado izquierdo de la ecuacion tenemos factor comun 1000.

1000[1502 — 150(z — 5) — x(z — 5)] = 0.

Como 1000 # 0, el otro factor es cero

150z — 150(2 — 5) — (z — 5) = 0.

Efectuamos operaciones en el primer miembro de la ecuaciéon y simplificamos

1502 — 1502 + 750 — 22 + 5 =0
750 — 22 + 52 =0
2 — 5z — 750 = 0 (20.2)

Descompongamos 750 en sus factores primos:

750
375
125
25
)

1

Tt Ot Ot W N
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Como 750 = (30)(25) y 30 — 25 =5, la ecuacion (20.2) se puede escribir como (x — 30)(x +
25) = 0.

Asi, x—30 = 0 6 425 = 0 y las soluciones de la ecuacion (20.2) son z = 30y x = —25.

Descartamos x = —25. jPor qué? Luego la solucion de la ecuacion (20.2) que tiene sentido
para el problema es x = 30.

150000

Por lo tanto, se compraron 30 cartillas y cada una costo = 5000 pesos.

Verificar que la respuesta satisface las condiciones del problema.

Problema 20.4

Un agricultor tiene un terreno rectangular para una huerta, rodeado por una cerca de 200
pies de longitud. Determinar las dimensiones del terreno si su area es de 2400 pies cuadra-
dos.

Solucion

Debemos hallar las dimensiones del terreno, es decir, su largo y su ancho.

Sea x el largo, en pies, del terreno.

2400 pies’

X

Figura 20.3

Expresemos el ancho del terreno en términos de x :

Como la longitud de la cerca es igual al perfmetro del terreno y éste es la suma de las
longitudes de sus lados entonces

200 = perimetro del terreno = 2(largo del terreno) +2(ancho del terreno)
200 = 2z + 2(ancho del terreno)
200 — 2z = 2(ancho del terreno)

200 — 2
ancho del terreno = % =100 — z.

Ahora, como el area es 2400 pies cuadrados tenemos que
(largo del terreno)(ancho del terreno) = x(100 — z) = 2400.
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Resolvamos esta ecuacion para hallar z :

z(100 — z) = 2400

100z — 2* = 2400
—2% 4+ 100z — 2400 = 0
2? — 100z 4 2400 = 0
(x — 60)(z — 40) = 0.

Luego, x —60 =006 2 —40 =0y asi z = 60 6 = = 40.

Si el largo del terreno es 60 pies entonces el ancho es 100 — 60 = 40 pies. Si el largo es 40
pies entonces el ancho es 100 — 40 = 60 pies. Luego, las dimensiones del terreno son 60 pies
y 40 pies sin importar cual es el ancho y cual el largo del terreno.

Es facil verificar que ambas respuestas satisfacen las condiciones del problema.

Problema 20.5

Un trozo de alambre de 100 pulgadas de largo, se corta en dos y cada pedazo se dobla para
que tome la forma de un cuadrado. Si la suma de las areas de los cuadrados construidos es
397 pulgadas cuadradas, encontrar la longitud de cada pedazo de alambre.

Solucién

Sea z la longitud, en pulgadas, de uno de los pedazos de alambre. Entonces 100 — x es la
longitud del otro pedazo.

El cuadrado construido con el trozo de alambre de longitud z tiene sus lados de longitud %
’ :L‘ 2
y Su area es (Z) :

100 — z

El cuadrado construido con el pedazo de longitud 100 — z tiene sus lados de longitud

) <100—x)2
Yy Su area €S .

4
C 100 »
1
I
— X Pl 100 -x ———»
X
= 100 -
al |
-
-~
T (S
100 - x
4
Figura 20.4
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Como la suma de las areas de los dos cuadrados es 397 pulgadas cuadradas entonces
\2 (100 —z\?
- = 397.
@)+ ()
Para hallar x resolvamos esta ecuacion:

(%)2 + (1004_$)2 397 =0

2 (100 — x)?
=307 =0
22+ (100 — 2)2 — (397)(16)
16 B

2% + (100 — 2)? — (397)(16) = 0

2% + 10000 — 200z + 2* — 6352 = 0
227 — 200z + 3648 = 0

2(z* — 1002 + 1824) = 0

2? — 100z + 1824 = 0.

Para resolver esta ecuacion utilizamos la formula cuadréatica con a = 1, b = —100 y ¢ =
1824:

100 & /10000 — 4(1)(1824) 100 4+ /2704 100 4 52
T = = = .
2 2 2

Entonces las raices de la ecuacion son

100 + 52 100 — 52
r=———yr=——
7 7 2
o sea 152 48
€T 5 06y x 5

Por tanto, si un trozo de alambre mide 76 pulgadas, el otro mide 100 — 76 = 24 pulgadas. Y
si uno de los trozos de alambre mide 24 pulgadas, el otro mide 100 — 24 = 76 pulgadas. Esto
es, las longitudes de los dos pedazos de alambre que satisfacen las condiciones del problema
son 76 pulgadas y 24 pulgadas.

Problema 20.6

. Qué tamano debe tener una lamina de lata rectangular, cuyo largo es el doble de su ancho,
si se va a utilizar para construir una caja sin tapa, cortando cuadrados de 3 pulgadas de lado
en cada esquina, cuyo volumen debe ser 60 pulgadas cibicas?

Solucién

Sea x el ancho, en pulgadas, de la lamina de lata; entonces su largo es 2z. Como en cada
esquina de la ldmina se recorta un cuadrado de 3 pulgadas de lado, las dimensiones de la
base rectangular de la caja son ancho x — 6 y largo 2z — 6.
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________________________________

X-
</
2x-6 =l
\Tfk— 2x-6 4»‘\71‘
Figura 20.5

El volumen de la caja es largo por ancho por alto. Como la altura de la caja es 3 pulgadas
y su volumen debe ser 60 pulgadas ciibicas, entonces

(22 — 6)(z — 6)(3) = 60.

Resolvamos esta ecuacion para hallar x :

3(22 — 6)(z — 6) = 60
(2x —6)(x —6) =20

22% — 120 — 62 + 36 = 20
22% — 182 + 36 = 20

22% — 182+ 16 =0
2(z* =92 +8) =0

2 — 92 +8 =0

(x —8)(x—1)=0.

Asi, las soluciones de la ecuaciéon son z =8 y x = 1.

Observamos que el segundo valor de x no tiene sentido para el problema porque si el ancho
de la lamina es de 1 pulgada no podemos recortar los cuadrados en las esquinas de 3 pulgadas
de lado.

Luego, la lamina debe tener 8 pulgadas de ancho y 16 de largo.

Asi al recortar la lamina con estas dimensiones, se arma una caja de 10x2x3 pulgadas cubicas,
cuyo volumen es 60 pulgadas ctbicas.
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Talleres

Taller 1: Terminologia basica y polinomios.

1. Hallar el valor exacto de las siguientes expresiones:

@) (-2 ©)

(b) —2°. =

(c) —27°. (h) (%) 1%
d) 273 — 372, -2 3
oo 0 ()"
0 Z’—

2. Simplificar la expresion algebraica dada y expresar con exponentes positivos.
4 3,,7
(4) 52,5
T2y
(b) (=5ay=2)~"
1821
(624)*

2a%b=5¢7
) Sespis

()

3. En los siguientes polinomios hallar el coeficiente numérico, el grado de cada término y
también el grado del polinomio.

(a) 2? + 323 — 4.
(b) z? —10°.
(c) y3 —3y* + 4y — 2.
4. Reunir los términos semejantes en las siguientes expresiones:

(a) 3a — 1la + 2a.
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(b) 6x — 3y + 4z + by.
(c) 4+7—-8—-5+u.
(d) 222 + 4z — 22% — 5.
(e) 2abc — 3abe + 12abe.
(f) 4az?® + ba’x — 2az* + Sa’x.

]‘ 2 4 2 2 3 2
(2) SY2° + Pyt — Y -yt

5. En los ejercicios siguientes, eliminar los signos de agrupacion y luego reunir los términos
semejantes:

(a) 2—3—2[2—3(x—y)].

(b) 4z — {3y + [z — (3y — 4z) — 3y] — 4z} — 3y.

(c) Ty+3y—[pz —y — (3z — 2y) — y] — 2z.

(d) 422 — {322 —2[y — 3 (z2 — y)] + 4} .

() —{-[-(a+b=0)} —{+[-(c—a+ D]} +[-{-a+ (=D}
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Taller 2: Suma y resta de polinomios.

1. Hallar la suma de los siguientes polinomios:

(a)

9r -3y +5, —x —y+4, —dbxr+ 4y — 9.
ar — ay — az, —dar — 7Tay — 6az, 4ax + Yay + S8az.
a* — b, —a®b + a?b? — ab?, —3a* + 5a®b — 4a®b?, —4a3b + 3a*b* — 3b*.

2 D 3 1 1 5) 1 1
449022 24 2Ooa 222 o8 4 2003 2202 1 St
T+ 2rty +7Z/> 695 +813y 61@ 14317 ny 4a:y +7?J
De x + y — 2z restar —x — y + 2.

De 3° — 993 + 6y* — 31 restar —11y* + 31y3 — 8y? — 19y.

7 2
Restar §x2y de 2% + §x2y — 6.

2 2 5 1
Restar —m?* + §m2n2 — §mn3 de ﬁm3n + ﬁm2n2 + gmn3 — 0.
Del d b b 3 tar | d 2b+ 5b
e la suma de —a — =0 con —0 — —c restar la suma de — —ccon ——c — —0.
2 9 3 5 3 5 10 9
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Taller 3: Multiplicacién y division de polinomios.

ductos notables.

) 3
1. (a) Multiplicar éamb” por —Eab%.

mpl; L) (302 (210, (L3,
(b) Slmphﬁcar( 2:Ey)( 5asy>( 3$)(4:17y.

(c) Multiplicar y? — 2y + 1 por y* — 2y + 2.

1 2 1 3
(d) Multiplicar ZQQ — ab + §b2 por 7a — 56.

2. Efectuar las operaciones indicadas, utilizando los productos notables:

(a) (3ab— 5a2)2.

(b) [(z* +3) + z][(2* + 3) — 2]

(¢) (1 — 4ax)?.

(d) (z* +6)(2® —8).

(&) (a+2)(a—23)(a—2)(a+3).
3. Dividir:

(a) 6m® — 8m?+ 20m entre —2m.

(b) 4a* — 6a® + 8a? entre —2a?.
(c) 22?* entre z* — 5.
)

(d) 2° — 32* 4+ 92% — 4 entre 2% — 3x + 2.
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Taller 4: Factorizaciéon, casos 1 a 6.

Factorizar los siguientes polinomios:

—_

. 14x%y? — 2823 + 562
2. 3a*b — 6ab — 5a3b?® + 8a’bx + 4ab*m.
3. (x=3)(z—4)+ (z—3)(x+4).
4. 3 — 2% + 2abx?* — 6ab.
5. 323 + 2axy + 2ay?® — 3xy® — 2ax® — 32%y.
6. z* + 8z + 16.
7. 252% + 60xy + 36y
8. 16a* — 72a%b? + 81b*.
9. (x4 2y)* + 10 (z + 2y) + 25.
10. 1 —m?2n*.
11. (z+1)* — 36>
12. (52 +2y)* — 3z — Ty)* .
13. 2% — 422 + 9y? — 6ay.
14. 36z* + 1522 + 4.
15. 2* + 64.
16. z* — 7% +9.
17. 922 — 48z + 64.
18. 4z* + y*.
19. 217 — .

20. x5m — g3mpin,
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Taller 5: Factorizaciéon, casos 7 a 10.

Factorizar los siguientes polinomios:

1. 2% — 26z + 165.
2. 2% — 9z — 90.
3. 110 — x — 22
4. z* — 1422 - 51.
5. 65+ 8xy — x2y°.
6. a® + 17ab + 600°.
7. 2% — 723 - 8.
8. (a—1)*+3(a—1) — 108.
9. 622 — 31z + 35.
10. 20 — 9z — 2022,
11. 42% — 7oy — 1592
12. 18a% + 17ay — 159>
13. 2122 — 26xy — 72y
14. 1+ 3a® — 3a — a?.
15. 2% + 3aty® + 322y° + /7.
16. 3a'? +1 + 3a® + a'®.
17. a3 — 27,

18. a® 4 8b'.
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Taller 6: Divisién sintética, teorema del residuo y teorema
del factor.

1. Hallar el residuo de dividir 2® — 42? — 7z + 10 entre
(a) = — 3.
(b) x+ 2.
Utilizar division sintética para expresar el polinomio dado como producto de 3 factores

lineales.

2. Determinar si  + 1 y x — 2 son factores del polinomio 223 — 52% + x + 2. Factorizar el
polinomio usando divisién sintética.

3. Factorizar completamente los siguientes polinomios usando divisiéon sintética:
(a) o* +4a® + 622 + 122 +9.
(b) n* —27n% — 14n + 120.
(c) a® — 23a® — 6a* + 112a + 96.
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Taller 7: Ecuaciones de primer grado en una variable.

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. 8 — 1bx — 30x — blx = 53z + 31z — 172.
9. — {31 +8— [~15+ 6z — (—3z +2) — (52 + 4)] — 20} = —5.
3. By —7)7-5Qy+1)(y—2)=—y>— [~ (3y+1)].

4.2Bx+3)—4(bz—-3)=z(x—3)—x(x+5).

y y+1

5.0y 2+ 4T ¢

A R

3 2 42 + 1
6. 2(2:-T)—2(2—8) = 4

525D -3l-8) =5

20 +5\ 1 5/

ca— (30— D —(1 —).
7. x <3m 10) 6(1:+67)+3 +5

8 Jw— (bw+1)— {24 8w — (Tw—>5)} + 9w = 0.

9. By -1 =50y —2)—(2y+3)° -Gy +2)(y—1)=0.

0 (=503 -7 (-3
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Taller 8: Problemas con ecuaciones de primer grado en
una variable.

10.

. Tres niimeros enteros consecutivos suman 204. ;Cuales son los niimeros?

. Repartir $30000 entre A, B y C de modo que la parte de B sea el doble de la de A y la

de C el triple de la de A.

Cuando se pregunta a Lucas por su edad, responde: Si al doble de mi edad se le quitan
17 anos tendria lo que me falta para tener 100 anos. ;Qué edad tiene Lucas?

. Una persona tiene $14000 en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene méas dinero saca $2000

y los pone en la otra bolsa, ambas tendrian igual cantidad de dinero. ;Cuanto dinero
tiene en cada bolsa?

. Un muchacho compro el triple de lapices que de cuadernos, cada lapiz le costd $5000 y

cada cuaderno $6000. ;Cuéantos lapices y cuadernos compro, si por todo pago $1470007

. El martes gané el doble de lo que gané el lunes, el miércoles el doble de lo que gané el

martes, el jueves el doble de lo que gané el miércoles, el viernes $30000 menos que el
jueves y el sabado $10000 més que el viernes. ; Cuanto gané cada dia, si en los seis dias
gané $9110007

Un hombre deja una herencia de $16500000 para repartir entre tres hijos y dos hijas, y
decide que cada hija reciba $2000000 mas que cada hijo. ;Cuénto recibe cada uno?.

. El largo de un buque que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el ancho. ;Cual es el

ancho del buque?

. Hace 14 anos la edad de un padre era el triple de la edad de su hijo y ahora es el doble.

. Qué edad tenian hace 14 anos?

Si un nimero se multiplica por 8 el resultado es el niimero aumentado en 21. ;Cuél es
el nimero?
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Taller 9: Maximo comun divisor, minimo comutn multiplo
y simplificaciéon de fracciones.

1. Hallar el m.c.d. y el M.C.M. de los siguientes polinomios:
(a) 3a*m? + 6a*m — 45a* y 6am>x + 24amz — 30az.
(b) 2a® + 2a, 3a* — 3a y a* — a*.
(¢) 2(3n—2)%, 1350 — 40 y 12n — 8.
(d) 18a3 + 3a®b — 6ab?, 15a® + 22ab + 8ab® y 60a> + 18a%b — 24ab?.
(e) 23 =9z + 2% —9, 21 — 1022 + 9, 22 + 4w + 3 y 2* — 4z + 3.

2. Simplificar las siguientes fracciones:

922 — 247 + 16
9z4 — 1622

(a)

(22 —2—2) (22— 9)
(b) (22 =22 —3) (22 + 2 —6)

2% — 221 + 60
75 — 3a?

()

(2% — 1) (2 — 8z + 16)
(d) (2 —4x) (1 — 22)

25— 234822 -8

(e) 244523 — 722 —412 - 30°

128



Taller 10: Operaciones con fracciones.

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar el resultado:

22 —4 2y
xy? a2 —dw+4

1.

6x — 12 y?—1

2. . )
dry + 4o 2 — 3x + 22
5 ax + ab + cx + be 2% — 2ax + a®
' a? — z? 22+ (b+a)xr+ab)
4 24x3y*  8x%y?

522 7 15247

5 2x N x? ool
-1 22—-1| 1—2a

a’?+ab—6b* 4a* —4ab+0*  2a—b
a? + 4ab + 3b%? 2a® — 5ab+ 20> " a+b

af;2—2:cy+ Y x
3(a2—y?) 6x—06y d(z+y)

3r —vy B T+ 3y _ 1
(z—y)(r+y) (v+y)(z+2y) x+2y

9 10 . 1 B 3
C(2r—=3s)(2r+s)  (2r+s)(r+s) (2r—3s)(r+s)

9a + 8b da 16b

W e T a4y Ba—2b)(a—4b) " (at4b)(a—4b)

202 +x—3 6x2—7x—3;2x+3

11. . : .
202 —x —3 224+22—3 r+3

12.

3 2—3x+ 1 -2z
r 3r—1 xB8zx—1)
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Taller 11: Potenciacién y radicacion.

1. Hallar el valor exacto de:

(d) V125 + /64.
2. Simplificar las siguientes expresiones y expresar la respuesta con exponentes positivos:

3a’mn

0 (2 (o5
(b2a3t)*
(bat)® (ba?t)®

a1p2e2\ 71
(€) < a%b?c=3 ) '
b20-110 \
(f) (W) :
9-4g—1p2 \ 2
() (W) :

1
6a’b 3¢ 2

18a3 bi

(d)

()
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Taller 12: Ecuaciones cuadraticas en una variable.

1. Resolver las siguientes ecuaciones sin utilizar la formula cuadratica.
(a) 3(2—3z) = (x +4)(x —4).
(b) 7o =15 — 3022

1

y—2 y—1 6
(e) x* —132% + 36 = 0.
(f) 2z +7)*—3(2z+7)—28=0.

2. Resolver las siguientes ecuaciones utilizando la férmula cuadratica.
(a) u®+ 2u = 6.

(b) 822 — 2z — 3 =0.

w2 w

3. Sin resolver la ecuacion cuadrética, determinar si tiene o no solucién en los nimeros
reales. En caso afirmativo, indicar las caracteristicas de sus raices.

(a) 162 +1 = 8.
(b) 22 —2x+2=0.
(c) 22 —x —2=0.

4. Resolver las primeras dos ecuaciones del ejercicio anterior y comprobar los resultados

hallados alli.
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Taller 13: Problemas con ecuaciones cuadraticas en una
variable.

1. El cuadrado de un ntimero disminuido en 9 equivale a ocho veces la cantidad en que el
nimero excede a 2. Hallar el nimero.

2. Un tercio del area de un tridngulo rectangulo es igual a 200 cm?. Si uno de sus catetos
es 10 cm mayor que el otro cateto, hallar la longitud de la hipotenusa.

3. Hallar tres nimeros consecutivos tales que el cociente del mayor entre el menor es igual

3
a los 0 del ntimero intermedio.

4. Los gastos de un paseo son $900000 pesos. Si dejaran de ir 3 personas, cada una de
las restantes tendria que pagar $10000 mas. ;Cuéntas personas van al paseo y cuanto
paga cada una?

5. El producto de las edades de un padre y su hijo es 352 y si la edad del padre se divide
entre la del hijo, el cociente es 2 y el residuo es 10. Hallar ambas edades.

6. Un terreno rectangular de dimensiones 26 metros por 30 metros, se rodea por un camino
de ancho uniforme. Si el area del camino es de 240 metros cuadrados, determinar su
ancho.

7. Se tienen 100 centimetros cuadrados de carton para construir una caja de base cuadrada,

sin tapa, cuya altura sea 10 centimetros mas grande que el lado de la base. ;Cuéles
deben ser las dimensiones de la caja si se usa todo el material disponible?
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